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Геометрия есть познание всего сущего.
Платон, древнегреческий философ

Дорогие друзья!
Вы начинаете изучение нового математического предмета. Со страниц 

этого учебника вы почерпнете знания, которые уже много веков приносят 
людям огромную пользу. В будущем эти знания помогут и вам.

Наверное, каждый из вас когда-нибудь представлял себя великим 
путешественником, который, подобно Христофору Колумбу, прокладывает 
курс к неизведанным странам в бушующем океане. Кто-то мечтал стать зна­
менитым детективом, современным Шерлоком Холмсом, чтобы, используя 
стройное логическое мышление, решать самые сложные задачи, разгадывать 
тайны. Кто-то видел себя прославленным египетским фараоном, по чьей во­
ле среди пустыни возводятся величественные пирамиды. Но, вероятно, не 
все вы догадывались, что есть наука, без которой невозможно осуществить 
эти мечты. Эта наука — геометрия, к изучению которой вы приступаете.

Почему именно геометрия? Прежде всего, это одна из наиболее древ­
них математических наук. Она возникла еще в Древнем Египте, где каждый 
год после разливов Нила жители вынуждены были восстанавливать грани­
цы земельных участков. Сам термин «геометрия» в переводе с греческого оз­
начает «землемерие». Изучать геометрические формы нужно было не только 
земледельцам, но и строителям, ведь без геометрии ни одна из египетских 
пирамид не была бы построена.

Геометрия как раздел математики, связанный с вычислениями и рас­
четами, способствовала их развитию. Благодаря геометрии стали возможны 
великие научные открытия, в частности географические. Не случайно в эпо­
ху Средневековья геометрию относили к тем немногим наукам, которыми 
должен был овладеть каждый просвещенный человек.

Отметим также, что геометрия — это искусство правильного мышле­
ния. Изучая этот предмет, можно увидеть, как закономерности окружаю­
щего мира отражаются в логических утверждениях, из которых извлекают 
полезные следствия.

На протяжении многих веков основы геометрии почти не изменялись. 
Немало утверждений, которые вы будете изучать, даже более древние, чем 
Библия. Благодаря многим выдающимся ученым, среди которых Евклид, Пи­
фагор, Декарт, Лобачевский, эта наука вышла на качественно новый уровень.

Итак, в добрый путь! Не бойтесь задавать вопросы, находить и при­
менять собственные методы решения задач. Не все будет получаться сразу, 
но внимание и настойчивость помогут вам получить истинное удовольствие 
от изучения геометрии.

Желаем вам успехов!
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Как пользоваться учебником
Учебник включает в себя три раздела, каждый из которых состоит 

из параграфов, а параграфы — из пунктов. В тексте содержится как тео­
ретический материал, так и примеры решения задач. Важнейшие понятия 
и факты в учебнике выделены.

Упражнения и задачи, представленные в учебнике, делятся на не­
сколько групп.

Устные упражнения помогут вам понять, насколько успешно вы ус­
воили теоретический материал. Эти упражнения не обязательно решать 
«в уме» — вы можете выполнить необходимые рисунки, вычисления, за­
писать ход рассуждений в черновике. После устных упражнений можно 
переходить к графическим упражнениям, которые выполняются в тетради 
или на компьютере. Далее следуют письменные упражнения. Сначала про­
верьте свои знания, выполняя задачи уровня А . Более сложными являются 
задачи уровня Б. И наконец, если вы хорошо овладели материалом и же­
лаете проявить свои творческие способности, вас ждут задачи уровня В.

После каждого параграфа в рубрике «Повторение» указано, какие 
именно понятия и факты следует вспомнить для успешного изучения даль­
нейшего материала, и приведены задачи для повторения, которые подгото­
вят вас к восприятию следующей темы. Для самостоятельной работы дома 
предназначены задачи, номера которых обозначены значком . Решать все 
задачи каждого уровня не обязательно.

В конце каждого раздела помещены контрольные вопросы и задачи 
для подготовки к контрольным работам, благодаря которым вы сможете 
лучше выполнить тематическое оценивание. Пройдя онлайн-тестирование на 
сайте тЪегасйуе.гапок.сот.иа, вы сможете самостоятельно проверить уровень 
ваших знаний. Дополнительные задачи к разделам откроют вам новые гра­
ни геометрии, помогут обобщить изученный материал и почувствовать кра­
соту нестандартного мышления. Расширить свои знания по каждому разделу 
вы сможете, ознакомившись с видеоматериалами на том же сайте. О возмож­
ности воспользоваться материалами сайта вам будет напоминать значок I  .

Итоговые обзоры в конце каждого раздела послужат своеобразным 
геометрическим компасом и помогут ориентироваться в изученном мате­
риале. Приложения, приведенные в концы учебника, углубят ваши зна­
ния по отдельным изученным темам, а исторические справки  познако­
мят с некоторыми интересными фактами, касающимися развития геомет­
рии и деятельности выдающихся ученых-геометров.
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яздел

.
I  и их свойства, 

взаимное расположен!
плоскости

§ 1. Геометрические фигуры. Точки, прямая, 
луч

§ 2. Отрезок. Измерение и откладывание 
отрезков. Расстояние между двумя 
точками

§ 3. Угол. Измерение и откладывание углов. 
Биссектриса угла

§ 4. Параллельные прямые

§ 5. Смежные углы и их свойства

§ 6. вертикальные углы и их свойства. 
Перпендикулярные прямые. Угол 
между двумя прямыми



Геометрия — правительница 
всех мысленных изысканий.

Михаил Ломоносов, 
российский ученый

Начиная возводить дом, строители сначала за­
кладывают фундамент — основу, на которой будет дер­
жаться сооружение. Нечто подобное необходимо сделать 
и нам.

Мы начинаем изучать планиметрию — раздел гео­
метрии, в котором рассматриваются фигуры на плоско­
сти. Из курса математики вы уже имеете представление 
о некоторых из них. Наша ближайшая цель — восста­
новить и дополнить эти начальные знания. Геометриче­
ские сведения мы будем излагать в определенной логи­
ческой последовательности, чтобы они стали прочным 
фундаментом для дальнейшего изучения геометрии.

Основу любой науки составляют утверждения, 
которые принимаются как исходные и не требуют обо­
снования. В математике такие утверждения называют 
аксиомами. Аксиомы планиметрии, которые мы рассмо­
трим в этом разделе, выражают основные свойства эле­
ментарных геометрических фигур. На основании этих 
аксиом с помощью логических рассуждений мы будем 
получать более сложные геометрические факты.



геометрические фигуры. 
Точка, прямая, луч

1.1. Точка и прямая
Основными геометрическими фигурами на 

плоскости являются точка и прямая. Плоскость 
можно представить как лист бумаги, точку — 
как след, оставленный иголкой на этом листе, 
а прямую — как тонкую натянутую нить. Точ­
ки обычно обозначают прописными латинскими 
буквами (А , В, С, Б , ...), а прямые — строчны­
ми латинскими буквами (а , Ь, с, й, ...).

На рис. 1 точки А  и Б  лежат на пря­
мой а, а точки В  и С не лежат на прямой а. 
Можно сказать то же самое иначе: прямая а 
проходит через точки А  и Б , но не проходит 
через точки Б  и С.

Прямая бесконечна и состоит из точек. На 
рисунках мы изображаем лишь часть прямой.

В
а •

А с В

Рис. 1. Точки А  и Б  лежат 
на прямой а, а точки В 
и С не лежат на прямой а

1.2. Свойство точек и прямых
Через одну точку на плоскости можно про­

вести бесконечно много прямых. Рассмотрим пря­
мые а и Ъ, проходящие через точку С (рис. 2). 
В этом случае говорят, что прямые а и Ь пересе­
каются в точке С, а их общая точка С является 
точкой пересечения прямых а и Ъ.

Если на плоскости обозначены две точки1 А  
и Б, то с помощью линейки через них можно прове­
сти прямую с (рис. 3). Отметим, что через точки А  
и В  невозможно провести другую прямую, которая 
не совпадала бы с прямой с.

Рис. 2. Прямые а и Ъ пе­
ресекаются в точке С

с

А  В

Здесь и далее, говоря <<две точки» (<<две прямые», <<три Рис 3 Прямая с проходит
точки» и т. д.), мы будем считать, что эти точки (прямые) через точки А и В
различны.
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых...

А  С В
Рис. 4. Точка С лежит 
между точками А и Б

Это свойство называют аксиомой проведения 
прямой.

Аксиома проведения прямой
Через любые две точки можно провести прямую, 
и притом только одну.

Из этого следует, что две прямые не могут 
иметь две или более общих точек: они либо име­
ют одну общую точку, либо не имеют общих то­
чек вообще. Прямую с выбранными на ней двумя 
точками можно обозначать прописными буква­
ми, которыми названы эти точки. Так, прямую 
на рис. 3 можно назвать прямой А В  или пря­
мой ВА.

Через три точки плоскости не всегда можно 
провести прямую. Так на рис. 1 нельзя провести 
прямую через точки А , В, X).

На рис. 4 точки А , В, С лежат на одной 
прямой, причем точка С лежит между точка­
ми А  и В. Можно также сказать, что точки А  
и В лежат по разные стороны от точки С.

Точки В  и С лежат по одну сторону от точ­
ки А, а точки А и С лежат по одну сторону от 
точки В.

Аксиома расположения точек на прямой
Из трех точек на прямой одна и только одна лежит 
между двумя другими.

_______  а

А  А  а 2
Рыс. 5. Точка А  делит 
прямую а на две полу­
прямые ААХ и АА2

1.3. Луч
Любая точка делит прямую на две ча­

сти (рис. 5). Каждую из этих частей можно 
условно считать половиной прямой, поэтому 
образовавшиеся части прямой и получили назва­
ние «полупрямые», или иначе — «лучи».
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§1. Геометрические фигуры.Точка, прямая, луч

Лучом (или полупрямой) называется часть прямой, 
состоящая из всех точек этой прямой, лежащих по од­
ну сторону от некоторой данной на ней точки, а также 
самой этой точки. Данная точка называется начальной 
точкой (или началом) луча.

На рис. 5 точка А  — начальная точка двух 
лучей прямой а. Лучи, как и прямые, можно обо­
значать строчными латинскими буквами по двум ^  ^
точкам: начальной (обязательно на первом месте!) 
и еще по какой-нибудь точке этого луча. Так, луч Рис 6 дуч 
на рис. 6 можно обозначить Ь или ВС, но нельзя 
обозначить СВ.

Два разных луча одной прямой с общей начальной 
точкой называются дополнительными лучами.

На рис. 5 ААЛ и А А г — дополнительные лу­
чи. Они дополняют друг друга до прямой а и име­
ют только одну общую точку — их начало.

6 {
3<щ а ч а

На____ пр>ямой ТО чка____ С лежит м____1____1____ еж;ЧУ точкемЛИ А и В.____1____
Могут ли г учи А В /1 / С 5ыть 1щполнТИТельными?

Ответ обоситуйте.
Р е ш е н и е

=1 сть А, В л С____ — да гиные точки
1 1

:ри с. 7 ) .  ТТос коэ1ЬК У
точка С лежит м2Ж/;у точками А и В, т о точии С1

/ С В

и В л____I____ еже1Т ПО С____1____ эдну сторону О'Г тсэчки А , зн____1____Р___ тачит,1 о н и1
принадлежат эдн ому лучу с началом А. Этот луч РыС. 7
можно назватьI I I I АВ ИЛИ____1____ АС а тедовательно, данные____1____
лучи совпадайЭТ, по:это\лу они-1 Не являются ДОГюл-
нительнь1М1л.

Отв
____1____

ет: не могу: \
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

1.4. Определение и его роль 
в геометрии
В п. 1.3 описаны два понятия — «луч», ко­

торое известно вам из курса математики 5 класса, 
и новое понятие — «дополнительные лучи». Бла­
годаря этим описаниям можно четко представить, 
какие именно фигуры рассматриваются. Данные 
нами описания являются определениями, указы­
вающими на особенности описанной фигуры, ко­
торые отличают ее от других фигур.

Прочитаем еще раз определение дополни­
тельных лучей. Если в нем пропустить лишь сло­
ва «одной прямой», то лучи М И  и М К  на рис. 8, а 
придется считать дополнительными. Если же не 
уточнить, что дополнительные лучи должны иметь 
общее начало, то лучи А В  и СП на рис. 8, б тоже 
следует назвать дополнительными. Таким образом, 
эти измененные определения не будут описывать 
тот объект, который мы имеем в виду.

Эти соображения свидетельствуют о том, как 
важно уделять внимание каждому слову в опреде­
лении: только так можно по-настоящему понять 
геометрию.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
1. На прямой А В  отмечена точка С. Лежит ли точка А  на прямой ВС? 
Лежит ли точка В  на прямой АС?
2. Точка А  лежит на прямой с, а точка В  не лежит на прямой с. 
Пересекаются ли прямые с и АВ? Если да, то назовите точку их пере­
сечения.
3. Через точку А  проведены две прямые. Могут ли эти прямые иметь 
общую точку В, отличную от точки А?
4 . Точка В  лежит на прямой между точками А и С. Как расположе­
ны точки В и С относительно точки А?

М  Nа

В А  С В
б

Рис. 8. К объяснению по­
нятия «дополнительные 
лучи»:
а) лучи МЫ и МК  не яв­

ляются дополнитель­
ными;

б) лучи АВ и СВ не яв­
ляются дополнитель­
ными
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§1. Геометрические фигуры.Точка, прямая, луч

К в м N
Рис. 9

5. На прямой отмечены точки К , В, М , N  
(рис. 9). Среди данных точек назовите:

а) точку, лежащую между точками Ь и ЛГ;
б) точки, лежащие между точками К  и ЛГ;
в) две точки, лежащие по одну сторону от точки В;
г) точку, по разные стороны от которой лежат точки К  и М .

6. На луче АВ отмечена точка С. Может ли точка А  лежать между 
точками В и С? Может ли точка В  лежать между точками А и С?
7. Лучи ВВ и ВВ — дополнительные. Какая из точек В, В и В ле­
жит между двумя другими?
8. Два луча имеют общую начальную точку. Обязательно ли они яв­
ляются дополнительными?

Графические упражнения
9. Проведите прямую.

а) Отметьте точки А  и В, лежащие на этой прямой, и точ­
ки С и В, не лежащие на ней. Как можно обозначить эту прямую?
б) Проведите еще одну прямую через точки А и С. Сколько общих 
точек имеют построенные прямые?

ф  10. Отметьте точку А.
а) Проведите луч с началом А и отметьте на нем точку В. Назовите 
прямую, частью которой является луч АВ.
б) Проведите луч с началом В, который не проходит через точку А. 
Можно ли назвать построенный луч ВА?

Письменные упражнения 
Уровень А

11. Отметьте точки В и С. Проведите через них прямую. Проведи­
те еще одну прямую так, чтобы она проходила через точку В, но не 
проходила через точку С. Сколько общих точек имеют эти прямые?
12. Отметьте две точки и от руки проведите через них прямую. Про­
верьте правильность построения с помощью линейки. Какую аксиому 
вы использовали?

11



Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

13. На прямой точки Е  и Р  лежат по разные стороны от точки В . Как 
расположены точки Н и  Р  относительно точки Е? Может ли точка Р 
лежать между точками В  и Е ?

^  14. Точки М  и N  лежат на прямой по одну сторону от точки К . Ка­
кая из этих трех точек не может лежать между двумя другими? Ответ 
обоснуйте.
15. Отметьте точки А  и В. Проведите луч АВ. Являются ли дополни­
тельными лучи А В  и ВА?
16. На прямой отмечены две точки. Сколько пар дополнительных лу­
чей при этом образовалось?
17. Постройте дополнительные лучи Р (3 и РЕ. Назовите точки, лежа­
щие по одну сторону от точки Е. Лежит ли точка С на луче ЕР?

Уровень Б
18. Даны четыре точки, причем никакие три из них не лежат на одной 
прямой. Через каждые две из данных точек проведена прямая. Сколько 
прямых проведено?
19. Точки А , В, С лежат на одной прямой, а точка В  не лежит на этой 
прямой. Через каждые две из данных точек проведена прямая. Сколько 
всего прямых проведено?
20. По пути из Днепропетровска в Харьков автомобиль проезжает 
Красноград, а по пути из Краснограда в Днепропетровск — Переще- 
пино. Какой из этих городов расположен на пути из Харькова в Пере- 
щепино?
21. На прямой отмечены точки X , У, 2 ,  причем точки X  и У ле­
жат по одну сторону от точки 2 ,  а точки X  и 2  — по одну сторо­
ну от точки У. Какая из трех точек лежит между двумя другими?
22. Точка С лежит на луче АВ, а точка В  — на луче СА. Какая из 
этих трех точек лежит между двумя другими?
23. Точки А , В и С лежат на одной прямой, причем лучи АВ  
и АС  не являются дополнительными, а точки А и С лежат по одну сто­
рону от точки В. Какая из этих трех точек лежит между двумя другими?
24. Могут ли два луча одной прямой не быть дополнительными? Сде­
лайте рисунок.
25. Два луча имеют единственную общую точку. Будут ли такие лучи 
дополнительными? Сделайте рисунки.
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§1. Геометрические фигуры.Точка, прямая, луч

Уровень В
26 . Сколько прямых трасс необходимо проложить, чтобы соединить 
любые два из четырех городов? Рассмотрите все возможные случаи. Сде­
лайте рисунки.
27. Даны три прямые, причем любые две из них пересекаются. Сколько 
точек пересечения может при этом образоваться? Рассмотрите все воз­
можные случаи. Сделайте рисунки.
28. Как должны быть расположены на плоскости п точек, чтобы они 
определяли ровно п прямых, если п>21

^  29. На прямой отмечены три точки А, Б  и С. Сколько разных лучей 
можно назвать с помощью этих точек? Сколько среди этих лучей пар до­
полнительных лучей? Изменится ли ответ, если данные точки не лежат 
на одной прямой?

Повторение перед изучением § 2 
Теоретический материал

• прямая и отрезок
• построение и измерение отрезков

О 5 класс

Задачи
30. На прямой точка В  лежит между точками А и С. Существует ли 
на этой прямой точка, которая лежит между точками:

а) А  и В, но не лежит между точками А и С;
б) А и С, но не лежит между точками А и Б?

31. На прямой отмечены пять точек. Определите, какие из данных ут­
верждений верны:

а) любые три из данных точек лежат между двумя другими;
б) среди данных точек найдутся три, лежащие между двумя дру­
гими;
в) среди данных точек существует по крайней мере одна, не лежа­
щая между двумя другими данными точками;
г) среди данных точек существует ровно одна, не лежащая между 
двумя другими данными точками.
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Отрезок. Измерение 
и откладывание отрезков. 
Расстояние между двумя точками

2.1. Определение отрезка
Любой луч является частью прямой, «огра­

ниченной» с одной стороны начальной точкой. Рас­
смотрим теперь отрезок — часть прямой, «ограни­
ченную» точками с обеих сторон.

А  В
Рис. 10. Отрезок АВ — 
часть прямой АВ

А  С1 В С2
Рис. 11. Точка Сг лежит 
на отрезке АВ, точка С2 
не лежит на отрезке АВ

Определение
Отрезком называется часть прямой, состоящая из двух 
данных точек этой прямой (концов отрезка) и всех то­
чек, лежащих между ними.

Отрезок обозначают, записывая его концы 
в произвольном порядке. Так, отрезок на рис. 10 
можно назвать «отрезок АВ» или «отрезок ВА». 
Очевидно, что отрезок А В  является частью пря­
мой АВ. При этом следует различать, идет ли речь 
о прямой А В  или об отрезке АВ.

Если рассмотреть вместе с точками А  и В 
некоторую другую точку прямой, то, в соответст­
вии с аксиомой расположения точек на прямой, 
она либо лежит между точками А  и Б , то есть 
принадлежит отрезку А В  (на рис. 11 такой точ­
кой является Сх), либо не лежит между точка­
ми А и Б , то есть не принадлежит отрезку А В  
(на рис. 11 такой точкой является С2).

2.2. Равенство отрезков. Середина 
отрезка

Определение
Два отрезка называются равными, если они совмеща­
ются наложением.
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§2. Отрезок. Измерение и откладывание отрезков. Расстояние между двумя точками

Рис. 12. Отрезки АВ 
и А1В1 совмещаются на­
ложением

Рис. 13. Отрезки АВ 
и А1В1 не совмещаются 
наложением

Рис. 14. Точка Е — 
середина отрезка ВЕ

Нанесем отрезок А 1В1 на прозрачную пленку и наложим его на 
отрезок А В  так, чтобы точка А { совпала с точкой А  и эти отрезки 
имели другие общие точки. Если точка Б, совместится с точкой В 
(рис. 12), то отрезки А В  и АХБХ равны (пишут так: А В  = А1В1). Если 
же точки В и Вг не совместятся, то меньшим из двух отрезков явля­
ется тот, который составляет часть другого.

На рис. 13 точка Вх совместилась с некоторой точкой отрезка АВ, 
отличной от точки В, поэтому отрезок А В  больше отрезка А1Б1. Кра­
тко это обозначают так: А В  > Д о ­

определение
Серединой отрезка называется точка отрезка, делящая его пополам
(то есть на два равных отрезка).

На рис. 14 отрезки Б Е  и ЕР  равны, то есть точка Е  — сере­
дина отрезка РЕ. Обычно на рисунках равные отрезки обозначают 
одинаковым количеством черточек.

2.3. Измерение и откладывание отрезков
Важным свойством отрезка является его длина. Она выражает­

ся положительным числом, которое может быть определено сравне­
нием данного отрезка с отрезком, принятым за единин;у измерения,— 
единичным отрезком. В качестве единичного отрезка можно выбрать 
отрезок любой длины. На практике выбирают единичные отрезки 
длиной 1 мм, 1 см, 1 м и др.
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

С Б  Е
*  1111111111111111111111111111*111111111111111111111111111111111111111*11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
О мм 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13см___________________________________________________________________

Рис. 15. Измерение отрезка с помощью линейки

Например, на измерительной линейке, которой мы обычно 
пользуемся, маленькие деления задают единичные отрезки длиной 
1 миллиметр, а большие — длиной 1 сантиметр (рис. 15).

Прикладывая линейку к данному отрезку, мы определяем дли­
ну отрезка. Число, выражающее длину отрезка, зависит от единицы 
измерения.

На рис. 15 длина отрезка СЕ равна 70 мм, или 7 см, или 0,07 м 
и т. д. Длина отрезка СБ равна 3 см, а отрезка Б Е  — 4 см. Можно 
сказать, что отрезок СЕ состоит из двух частей — отрезков СБ 
и Б Е . Точка Б  лежит между точками С и Е, а длина отрезка СЕ 
равна сумме длин отрезков СБ и Б Е  (пишут так: СБ + Б Е  = СЕ).

Сформулируем аксиомы измерения и откладывания отрезков.

Аксиома измерения отрезков
Каждый отрезок имеет определенную длину, которая выражается положи­
тельным числом в заданных единицах измерения. Длина отрезка равна сум­
ме длин частей, на которые отрезок делится любой его точкой.

Аксиома откладывания отрезков
На любом луче от его начальной точки можно отложить отрезок данной 
длины, и только один.

Очевидно, что измерение отрезков состоит в последователь­
ном наложении на данный отрезок определенного количества еди­
ничных отрезков. Поэтому равные отрезки имеют равные дли­
ны, а больший отрезок имеет большую длину. Верно и другое 
утверждение: если отрезки имеют равные длины, то они равны, 
а большим из двух отрезков являет ся  тот, который имеет  
большую длину. Таким образом, для сравнения отрезков можно 
сравнить их длины.
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§2. Отрезок. Измерение и откладывание отрезков. Расстояние между двумя точками

Длину отрезка А В  называют также расстоянием между точка­
ми А и Б. Часто, говоря «отрезок АВ», мы имеем в виду его длину.

\
Задачс

Нс Л'/че А13 отме.че I 1на точка с. приче\л /\В = 12 см,
ВС 7 см. Наидине длину о-грезка АС

Решение
Расел/ют зил/ Дза :лучая рссп<эл с>якения тс>ЧК1А С на /1 в г*

луче АВ а

1. Телнка С не леяКИТ на ОТ эезке АВ (Р‘А С . 16, а).
Тогда --- 1---точка В леякит на— I—отрезке АС. ТТо аКС1/оме А С в
измерения этрезков А С = /48 + В С ГО ’СТ э б

ыс.А С = 12 7 - ; 9 (см). р 16
2. Точка С ле>КИТ на отрезке А В (РА С . 16, б) Тс/где1

А В -  А С + вс, то есть 12 = АСг* ^ 7. Гаким обза-
30/л, 4С = 12 - 7 = 5 (слл).

Этвет: 19 см 1И 5 сМ.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
32. На прямой отмечены три точки. Сколько отрезков при этом образо­
валось?
33. На прямой точка А  лежит между точками Б  и С. Какой из отрез­
ков с концами в данных точках является наибольшим?
34 . Если точка С лежит на отрезке АВ, то она лежит и на луче АВ. 
Верно ли такое утверждение?
35. Если точка С лежит на луче АВ, то она обязательно лежит и на 
отрезке АВ. Верно ли такое утверждение?
36. Можно ли разбить прямую на отрезок и два луча? Если да, то могут 
ли полученные лучи быть дополнительными?
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

37. Точки А,  В и С лежат на одной прямой. Отрезок А В  больше от­
резка АС.  Может ли точка С лежать между точками А  и В? Может ли 
точка А  лежать между точками Б  и С?
38 . Отрезки А В  и ВС равны и лежат на одной прямой. Какая из точек 
А,  В, С лежит между двумя другими?

Графические упражнения
Проведите луч с началом в точке А.
а) На этом луче отложите отрезок АВ,  равный 6 см, и отметьте на 
этом отрезке точку С.
б) Измерьте длину отрезка АС.
в) Вычислите длину отрезка СВ. Проверьте полученный результат 
измерением.
Проведите луч с началом в точке С.
а) На этом луче отложите отрезок СВ,  равный 4 см.
б) Постройте точку Е  так, чтобы точка Б  была серединой отрез­
ка СЕ. Какова длина отрезка СЕ?

Письменные упражнения 

Уровень А
На прямой точка М  лежит между точками К  и N .  Найдите длину 

отрезка:
а) КЫ,  если К М  = 2,9 см, МЫ  = 4,1 см;
б) МЫ,  если КЫ  = 8,3 см, К М  = 5,8 см.

ф  4 2 . Точки Б  и С лежат на отрезке АВ,  равном 10 см. Найдите длину 
отрезка ВС, если А В  = 2,4 см, СВ = 3,6 см.
43 . На отрезке МЫ  отмечены точки Р и В  так, что М Р  = РВ = ВЫ. 
Сделайте рисунок. Какие еще равные отрезки с концами в данных точ­
ках образовались на рисунке?

^  4 4 . На прямой точка Б  лежит между точками А и С. Какие из отрез­
ков с концами в данных точках могут быть равными? Ответ обоснуйте.
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45 . На луче с началом А отмечены точки Б  и С так, что А В  = 6,4 см, 
ВС = 2,6 см. Какой может быть длина отрезка АС? Рассмотрите два 
возможных случая расположения точек на луче.

^  4 6 . На луче СВ отмечена точка Е. Найдите длину отрезка СЕ, если 
СВ = 8 м, В Е  = 6,2 м. Сколько решений имеет задача?
47. На прямой отмечены точки Р, В  и 8, причем РЕ < Р8 < В8. Ка­
кая из этих трех точек лежит между двумя другими? Ответ обоснуйте.

Уровень Б
4 8 . На прямой точка М  лежит между точками К  и N . Найдите длины 
отрезков:

а) К М  и МЫ, если КЫ = 24 см, а отрезок К М  больше отрез­
ка МЫ  на 8 см;
б) К М  и КЫ, если МЫ = 9 см, а К Ы : К М  = 7 :4 .

49. Точки Б  и С лежат на отрезке А В . Найдите длину отрезка ВС, 
если А В  = 10 см, АВ = 6,8 см, СВ = 8,3 см.
50. На отрезке МЫ  отмечены точки А и Б  так, что М А = 7 мм, 
АВ = 4,3 мм, ВЫ = 5,1 мм. Найдите длину отрезка МЫ. Рассмотрите 
все возможные случаи.
51. На луче с началом А  отмечены точки Б, С и В , причем А В  = 4 см, 
ВС = 5,2 см, СВ = 2,4 см. Какой может быть длина отрезка АВ?  Рас­
смотрите все возможные случаи.
52. Точка С — середина отрезка АВ, а точка В  — середина отрез­
ка АС. Найдите длину отрезка:

а) В В , если АС = 16 см;
б) АВ, если Б Б  = 12 см.

53. На прямой отмечены точки М , Ы и К , причем отрезок МЫ  боль­
ше ЫК, а отрезок ЫК не является наименьшим среди образовавшихся 
отрезков. Какой из полученных отрезков наименьший? Ответ обоснуйте.
54 . Точки А, Б  и С лежат на одной прямой. Назовите наибольший 
из отрезков с концами в этих точках, если точка С лежит на луче АВ, 
а точка В  лежит на луче СА. Ответ обоснуйте.
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Уровень В
55. На прямой отмечены точки А  и В, расстояние между которыми 
составляет 6 см. Укажите расположение на этой прямой всех точек М  
таких, что:

а) А М  + М В  = 8 см;
б) А М  + М В  = б см;
в) А М  = 2М В.

56. Отрезок разделен тремя точками на четыре части, каждая из кото­
рых равна а. Сколько при этом образовалось равных отрезков, длина 
которых не равна а? Укажите их длины.
57. Точка С лежит на отрезке АВ. Докажите, что расстояние между 
серединами отрезков АС и СВ не зависит от расположения точки С. 
Найдите это расстояние, если А В  = 20 см.
58 . Точка С лежит на отрезке АВ. Найдите длину отрезка АВ, 
если расстояние между серединами отрезков АС  и СВ равно 5 см.
59. Отрезки А В  и СВ лежат на одной прямой. Докажите, что если они 
имеют общую середину, то АС  = ВВ.
60 . На прямой отмечены точки А, В, С и В , причем А В  = СВ. Обра­
зовались ли при этом другие равные отрезки с концами в этих точках? 
Если да, то докажите их равенство.

Повторение перед изучением §3  
Теоретический материал

• угол
• построение и измерение углов

* >
С  5 класс 

____________ /

Задачи
61. Из точки А  проведены лучи А В  и АС, не являющиеся дополни­
тельными. Обязательно ли эти лучи будут совпадать?
62 . Отрезки ВВ  и В К  имеют единственную общую точку В .

а) Обязательно ли точка В  лежит между точками В и К?
б) Может ли некоторая прямая, не проходящая через точку В , 
пересекать оба данных отрезка?
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Угол. Измерение и откладывание 
углов. Биссектриса угла

3.1. Определение угла
При изучении дополнительных лучей мы 

рассматривали случай, когда два луча одной пря­
мой имеют общую начальную точку. Рассмотрим 
теперь случай, когда два луча имеют общую на­
чальную точку, но не обязательно являются полу­
прямыми одной прямой.
Определение

Углом называется геометрическая фигура, которая 
состоит из двух лучей (сторон угла), исходящих из 
одной точки (вершины угла).

Для обозначения углов используют знак 
На рис. 17, а изображен угол с вершиной Б, сто­
ронами которого являются лучи а и Ь (или ВА  
и ВС). Этот угол можно обозначить одним из сле­
дующих способов: А В , А  АВС, АС ВА, А[аЬ), 
А(ба). Если угол обозначают по вершине и двум 
точкам на сторонах, то вершину обязательно ука­
зывают на втором месте. Иногда углы обозначают 
греческими буквами (а , (3, у ,...)  (рис. 17, б) или 
числами (рис. 17, в).

Стороны угла делят плоскость на две части, 
каждую из которых можно считать внутренней 
областью угла. В 7 классе будем рассматривать 
только ту, которая целиком содержит любой отре­
зок с концами на сторонах угла (на рис. 17, а она 
заштрихована). Луч, который исходит из вершины 
угла и проходит в его внутренней области, делит  
данный угол на два угла. На рис. 18 луч В В  де­
лит угол АВС  на углы АВБ и ББС.

в

Рис. 17. Обозначение угла

Рис. 18. Луч ВБ  делит 
угол АВС на два угла
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых...

А О В

Рис. 19. Развернутый 
угол АОВ

Определение
Развернутым углом называется угол, стороны которо­
го являются дополнительными лучами.

На рис. 19 изображен развернутый угол АОВ, 
Прямая А В  делит плоскость на две части, 

каждую из которых можно считать внутренней 
областью развернутого угла АОВ. Договоримся 
ту из частей, которую мы рассматриваем как вну­
треннюю, обозначать дужкой.

3.2. Равенство углов. 
Биссектриса угла

Определение

Два угла называются равными, если они совмещаются 
наложением.

На рис. 20 изображены углы 1 и 2. Наложим 
угол 1 на угол 2 так, чтобы их вершины совпали, 
сторона первого угла совместилась со стороной вто­
рого, а внутренние области этих углов были рас­
положены по одну сторону от прямой, содержащей 
совместившиеся стороны. Если другие стороны 
этих углов тоже совместятся, то углы 1 и 2 явля­
ются равными (пишут так: А \  = А2).

Рыс. 20. Углы 1 и 2 совмещаются наложением
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§3. Угол. Измерение и откладывание углов. Биссектриса угла

Рис. 21. Углы 1 и 2 не совмещаются наложением

Если же эти стороны не совместятся, то 
меньшим считается тот угол, сторона которого 
принадлежит внутренней области второго угла. На 
рис. 21 угол 1 является частью угла 2, то есть он 
меньше угла 2 (пишут так: ^ 1 < ^ 2 ) .

Определение

Биссектрисой угла называется луч, который исходит 
из вершины угла и делит угол пополам (то есть на два 
равных угла).

Рис. 22. Луч ЕК — 
биссектриса угла ВЕЕ

На рис. 22 углы Б Е К  и К ЕЕ  равны, поэто­
му луч Е К  — биссектриса угла Б Е Е . Обычно на 
рисунках равные углы обозначают одинаковым 
количеством дужек.

3.3. Измерение и откладывание углов
Измерение углов имеет много общего с изме­

рением отрезков. Величина отрезка количественно 
выражается мерой (длиной) отрезка, а величина 
угла — мерой угла. Мера угла выражается поло­
жительным числом. Это число можно определить 
измерением, основанным на сравнении данного 
угла с углом, принятым за единицу измерения.

Обычно такой единицей является 1 гра-
1

дус (обозначается 1°) — угол, равный части180

«градус» -  шаг По на_

Г ечныйдиск—Н0М ПУ™ «делает 
180 шагов»
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

Рис. 23. Измерение угла 
с помощью транспортира

развернутого угла. Градусная мера угла указывает, 
сколько углов величиной 1° и их частей содержится 
в данном угле. Для измерения углов обычно исполь­
зуют транспортир, деления которого задают меру 
угла в градусах (рис. 23)* 1.

Сформулируем аксиомы измерения и откла­
дывания углов.

Аксиома измерения углов

Каждый угол имеет градусную меру, которая выра­
жается положительным числом. Развернутый угол 
равен 180°.
Если луч делит данный угол на два угла, то градусная 
мера данного угла равна сумме градусных мер двух 
полученных углов.

Рис. 24. Биссектриса 
делит развернутый угол 
на два прямых угла

Аксиома откладывания углов

От любого луча данной прямой можно отложить в за­
данную сторону от прямой угол с заданной градусной 
мерой, меньшей 180°, и только один.

Так, на рис. 18 градусная мера угла АВС  
равна сумме градусных мер углов АЕШ и БВС  
(это утверждение можно записать в виде равен­
ства: ^  АВС = А А В В  + А Б В С ). Часто, говоря 
«угол АВС», мы имеем в виду градусную меру 
этого угла.

Биссектриса развернутого угла делит его на 
два угла, каждый из которых равен 90° (рис. 24). 
Такие углы называются прямыми. В отличие от 
других углов, обозначаемых дужками, прямой 
угол обозначают так: И.

1 В 7 классе мы будем рассматривать углы, градусная мера которых не превышает 180°.
1

Для более точных измерений используется 1 минута (обозначается 1 ) — ----часть гра-
1 60

дуса и 1 секунда (обозначается 1 ) — ----часть минуты.
60
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§3. Угол. Измерение и откладывание углов. Биссектриса угла

Острый

П

Прямой

Рис. 25. Виды неразвернутых углов

Неразвернутые углы делятся на три вида (рис. 25):
• острые углы, меньше 90°;
• прямые углы, равны 90°;
• тупые углы, больше 90°, но меньше 180°.
На практике для построения углов используют транспортир. 

Для построения прямых углов используют угольник.
Измерение углов можно считать последовательным наложением 

на данный угол определенного (не обязательно целого) числа углов, 
равных 1°. Поэтому равные углы имеют равные градусные меры, 
а больший угол имеет большую градусную меру. Верно и другое 
утверждение: если углы имеют равные градусные меры, то они 
равны, а из двух углов большим являет ся тот, который имеет 
большую градусную меру. Таким образом, для сравнения двух углов 
достаточно сравнить их градусные меры.

Задача С/
Л)/ч Ь дел ИТ угс>л 'ас), равный оОсм нс два угг10,
один из КОторых ВТю е м2НЬше уппа (ас, Чаи1ДИте
эти угльI.

Решение
ттусть )/ Г О Л <аЬ) вт):зое меньше Углс ( ас) то-
ГДа /(аЬ) = 120е • 3 = 40°. Согласно аксиоме из-
мерения углов, ес ли луч Ь делит 1угол (а с ) на
два гг а, то иX су/лма равна ДС1ННОМ 1 IУ Углу:

(а !Г / (а Ь ) + А ос). Тогда А Ьс) - А а с
ДаЬ); Ъ с = 12С)° - 4С 0 = 8С °.

Ответ: 40°, 8Э°.
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

3.4. Аналогия в геометрии
Иногда при решении задач о свойствах отрезков и углов при­

меняются одни и те же методы и подходы. Это объясняется сходством 
некоторых свойств этих фигур. Такое сходство в науке называется 
аналогией.

Объясним суть аналогии на примере двух задач.

N
Зада1<а 1

на с)тр<’зкег АВ, равном 2Ос ЛА, от-
мечена точке С. Найдите расето-
яние м ежду сере;}ИНами отрез-
ков А С  и СВ.

1 2

Заде1ча г

л уч С  дел1-1Т /ГОЛ (аЬ), равнь1Й 140О
'

на два угла. Найдите угол между
б1лес ект эис:ами углс5 в (ас] и (сЬ).

На первый взгляд, перед нами совершенно разные задачи, по­
скольку в одной речь идет об отрезках, а во второй — об углах. Однако 
в обеих задачах дано некоторое «целое», разделенное на части. Кроме 
того, понятия середины отрезка и биссектрисы угла связаны с делени­
ем целого пополам, и в обеих задачах нам необходимо найти сумму

1
\ 3 Решение

1 1
А А С в, г

Р1л с . 6

11уст___1___ ь гоч ка С пр1 ле>кит от-
резку А В точки

__Л и ** —
середин1Ы от эезков1 1.. АС и СЬ со-
ответственн1 0  (.риС. со).

Тогда И с  -- --А С , С'В, = 1
- с В .

Найдем 1 1длину о
1

1 2

1
°Г

V А а
О

(АС:  + СВ -
1
2 АВ

о 1--- 1---Решение У

^ 1 с

о

р \АС. 2 7

ГГусть лу1 с де;пит У

о (аЬ )  н 1-Дза
/гла, пучи с И  Ь 1

— биссектрисы

/глов 

рис. С

(ас

-7).

8̂ соответ :тв
1

енн(О

,Тс>гда ^-(а с) —  А  
2

-(а
/  ( :Ь ,)

1
/  (гЬ\

V 2 *
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§3. Угол. Измерение и откладывание углов. Биссектриса угла

ТТоск<ЭЛЬку по Iуслов 1 заДСКт
АЬ = 20 см , и/

гмееЖ

в . 2() _
10 гм"1 2

сЭтвет: 10 см

\О

Наидем ГРадусную / имеру угла ( а . Ь )

/ ( а . Ь . )
-

а ,с ) + 1
А ( с Ь \

1 1
= и (ас + сЬ ) -- 2 а Ь

ГГоскоз1ЬКу П О У<
14С

:лс
>°.

ви
и

ю за
дач А (аЬ)= ме 1ем: /

140) 0
А- ( ° 9

70
ЭТЕ1ет: 70°.

Как видим, в основе обоих решений лежит 
общая идея. Найдя ее при решении первой задачи, 
мы можем применить основные этапы рассуждений 
к условиям второй задачи, то есть решить ее ана­
логично.

Рассуждения по аналогии довольно часто при­
меняются и в других науках. Например, биологи 
установили, что летучая мышь в полете испускает 
ультразвуковые колебания и, воспринимая колеба­
ния, отраженные от преграды, ориентируется по этим 
сигналам в темноте. По аналогичному принципу уче­
ные создали радиолокатор, определяющий местона­
хождение объектов при любых погодных условиях. 
Но аналогия в науке не всегда дает желаемый резуль­
тат: в течение многих веков человек старался взлететь 
в небо с помощью искусственных крыльев, аналогич­
ных птичьим, но эти старания были напрасными. 
И только более основательные научные исследования 
привели к созданию дельтапланов, самолетов и дру­
гих летательных аппаратов, с помощью которых че­
ловек поднялся в воздух. Выдающийся немецкий 
астроном и математик Иоганн Кеплер считал анало­
гии «своими верными учителями» и подчеркивал, 
что «аналогиями менее всего следует пренебрегать 
в геометрии». Однако при этом нужно учитывать, что 
аналогия, полезная как способ рассуждений, сама по 
себе не может служить доказательством каких-либо 
свойств геометрических фигур.
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
63 . Точки А, Б  и С не лежат на одной прямой. Может ли угол АВС  
быть развернутым?
6 4 . Определите, каким (острым, прямым, тупым или развернутым) 
является угол, который образуют стрелки часов в 3 часа; в 8 часов; 
в 11 часов; в 6 часов.
65 . Назовите градусную меру угла, на который поворачивается:

а) минутная стрелка часов в течение 15 минут; 30 минут; 10 ми­
нут;

б) часовая стрелка часов в течение 3 часов; 1 часа; 30 минут.
66. Луч I делит угол (тп) на два угла. Сравните углы (т1) и (т п ).
67. На рис. 28 назовите все острые углы; все прямые углы; все тупые 
углы.

68 . Может ли сумма градусных мер двух острых 
углов быть:

а) меньше градусной меры прямого угла;
б) равной градусной мере прямого угла;
в) больше градусной меры прямого угла;
г) больше градусной меры развернутого угла?

69. Луч Ъ — биссектриса неразвернутого 
угла (ас). Может ли угол (аЪ) быть прямым; 
тупым?

Графические упражнения
70. Начертите угол АВС, равный 100°.

а) Проведите биссектрису В Б  этого угла. Какова градусная мера 
угла БВС?
б) Перегните рисунок по прямой В Б . Совпадают ли лучи ВА  
и ВС? Как это объяснить?
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§3. Угол. Измерение и откладывание углов. Биссектриса угла

71. Начертите на отдельном листе острый угол (аЬ) и проведите из его 
вершины луч с, делящий этот угол на два угла.

а) С помощью транспортира измерьте все образовавшиеся углы 
и сравните градусные меры углов (ас) и (сЬ).
б) Покажите с помощью наложения, какой из углов меньше: (ас) 
или (сЪ).

Письменные упражнения 
Уровень А

72. Луч Ь делит угол (ас) на два угла. Найдите:
а) угол (ас), если А(аЪ) = 63°, А(Ъс) = 63°;
б) угол (а&), если А(ас) = 109°, А(Ьс) = 28°.

73. Лучи О В  и ОС делят угол АОВ на три угла. Найдите угол ВОС, 
если ААОВ = 142°, АА О В  = 12°, а угол СОН прямой.
74. Может ли луч Ь делить угол (ас) на два угла, если А(Ьс) = 70°, 
А(ас) = 65°? Ответ обоснуйте.
75. Луч ВО — биссектриса угла АВС. Найдите углы АВС и АВВ, 
если угол АВС больше угла ВВС на 38°.
76. Луч Ь — биссектриса угла (ас). Найдите:

а) угол (ас), если А(Ъс) = 52°;
б) угол (аЪ), если А  (ас) прямой.

Уровень Б
77. Луч Ь делит угол (ас), равный 150°, на два угла. Найдите углы (аЪ) 
и (Ъс), если:

а) угол (аЪ) меньше угла (Ьс) на 40°;
б) градусные меры углов (аЪ) и (Ьс) относятся как 2 : 3.

78. Луч ОВ делит угол АОС, равный 120°, на два угла. Найдите 
углы АОВ и ВОС, если:

а) угол ВОС больше угла АОВ в 5 раз;
б) градусные меры углов АОВ  и ВОС относятся как 3 : 5.

79. Лучи ОВ и ОС делят угол АОВ на три угла. Найдите угол ВОС, 
если ААОВ = 110°, ААОС = 85°, АВОВ = 60°.
80 . Угол (ай) разделен лучами Ь и с на три угла. Найдите угол (ас), 
если А(аЬ) = 28°, А(Ьс1) = 92°, А(сй) = 44°.
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

81. Луч I — биссектриса угла (т п ). Найдите угол (т п ), если угол 
между биссектрисами углов (т1) и (1п) равен 70°.

^  82 . Луч ОБ — биссектриса угла АОС, а луч ОЕ — биссектриса уг­
ла БОС . Найдите угол АОС, если угол АОЕ  прямой.

Уровень В
83. Луч ОК  делит угол М ОИ  на два угла. Найдите угол МОИ, если 
угол между биссектрисами углов М О К  и КОИ  равен 40°.
8 4 . Из данной точки проведены три луча так, что углы между любыми 
двумя из них равны. Найдите эти углы.
8 5 . Из данной точки проведено несколько лучей так, что угол между 
любыми двумя соседними лучами равен 72°. Сколько всего лучей про­
ведено?

Повторение перед изучением §4

Теоретический материал
• параллельные прямые

(----------------\
О  5 класс 

____________

Задачи
86. На плоскости отмечены точки А , В, С, не лежащие на одной 
прямой. Существует ли прямая, которая проходит через точку А ,

а) пересекает прямую ВС, но не пересекает луч ВС;
б) пересекает луч ВС, но не пересекает прямую ВС;
в) не пересекает прямую ВС?

Выскажите предположения.
87. Внутри острого угла АВС  отмечена точка Б . Определите, какие 
из данных утверждений верны.

а) Существует прямая, которая проходит через точку Б , пересека­
ет луч ВА  и не пересекает луч ВС.
б) Существует прямая, которая проходит через точку Б , пересе­
кает луч ВА  и не пересекает прямую ВС.
в) Существует прямая, которая проходит через точку Б  и не пере­
секает ни одну из прямых ВА  и ВС.
Изменятся ли ответы, если угол АВС  будет прямым; тупым; раз­

вернутым? Выскажите предположения.
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§ 4  параллельные прямые

4.1. Определение параллельных прямых
Известно, что если две прямые на плоскости 

имеют только одну общую точку, то они пересека­
ются. Рассмотрим теперь случай, когда две пря­
мые не имеют общих точек.
Определение

Две прямые на плоскости называются параллельны­
ми, если они не пересекаются.

Представление о параллельных прямых да­
ют, например, железнодорожные рельсы или ли­
нейки нотного стана.

На рис. 29 прямые а и Ъ параллельны. Крат­
ко это обозначают так: а || Ъ. Такая запись читает­
ся: «Прямая а параллельна прямой Ь».

Итак, можно выделить два случая взаимного 
расположения прямых на плоскости: две прямые на 
плоскости или параллельны, или пересекаются.

Наряду с параллельностью прямых мы бу­
дем рассматривать также параллельность отрезков 
и лучей.

I М  I 1
П ар ал лел ьнь й — 1
от греческого ело ва

«параллелос» 1
(йщ ш Л ф  р | а °

—VI

^ Г 1 Г Х
- Г Т Т Т

а

Ъ

Рис. 29. Параллельные 
прямые

Определение
Два отрезка называются параллельными, если они 
лежат на параллельных прямых.

Аналогично формулируются определения па­
раллельности двух лучей, прямой и отрезка, луча 
и отрезка и т. п.

На рис. 30 прямые А В  и СД) параллельны, 
поэтому отрезки А В  и СД) параллельны, лучи ВА  
и С-0 параллельны, отрезок А В  параллелен пря­
мой СВ и т. д.

А  В

С В

Рис. 30. Параллельные 
отрезки
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

На практике довольно часто приходится 
проводить прямую, параллельную данной,— на­
пример, делать разметку дороги или чертить поля 
в тетради. Всегда ли можно провести через данную 
точку прямую, параллельную данной? Сколько та­
ких прямых проходит через точку, не лежащую 
на данной прямой? Ответ на эти вопросы дает ак­
сиома параллельных прямых (аксиома Евклида).
Аксиома параллельных прямых 
(аксиома Евклида)

Через точку, не лежащую на данной прямой, мож­
но провести не более одной прямой, параллельной
данной1.

Мы сформулировали лишь некоторые из ак­
сиом планиметрии. Более полный перечень аксиом 
представлен в приложении 1.

4.2. Теорема о двух прямых, 
параллельных третьей
На основе аксиом с помощью логических 

рассуждений (доказательств) мы будем получать 
новые геометрические факты. В математике ут­
верждение, справедливость которого устанавлива­
ется путем доказательства, называется теоремой. 
Доказывая теорему, используют определения, ак-

---------------------------  сиомы и теоремы, доказанные ранее.
ъ Итак, сформулируем и докажем первую тео-

рему — теорему о параллельных прямых (рис. 31).

—----------------------  Теорема (о двух прямых, параллельных третьей)
Рис. 31. Две прямые, Две прямые, параллельные третьей, параллельны меж­
параллельные третьей ду собой

1 На самом деле имеет место такое утверждение: «Через точку, не лежащую на данной 
прямой, можно провести прямую, параллельную данной, и только одну». Возможность 
провести такую прямую мы докажем в п. 14.3.
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§4 . Параллельные прямые

Доказательство1
□ Пусть а, Ъ и с — данные прямые, при­

чем а || с, Ь || с. Докажем, что прямые а и Ь парал­
лельны.

Предположим, что прямые а и Ь не парал­
лельны. Тогда они должны пересекаться в не­
которой точке С (рис. 32). Таким образом, через 
точку С проходят две прямые, параллельные пря­
мой с. Но согласно аксиоме параллельных прямых 
через точку вне данной прямой может проходить 
не более одной прямой, параллельной данной. Сле­
довательно, наше предположение о том, что пря­
мые а и Ь могут пересекаться, неверно, то есть эти 
прямые параллельны. Теорема доказана. ■

Рис. 32. К предположе­
нию о том, что прямые а 
и & не параллельны

Применим доказанную теорему для решения 
задачи.

Задача
Если — 1— 1— 1— 1— г  1— — 1— г П— — 1— 1—  прямая пересекает одну из двух параллель- и
ных 1 1прямых, то онс п 1 г ^  ересекает и П 1вторую 1 1прямую.
Дока жите.

Ргии;ние
П>/СИ а 1 ь л прял/\ая I I I с пересекаег пэямую а (рис:. 33).
Докажем, что прямь

1
ге Ь и ' Г  п  1 Гс пересекаются. Предпо-

ложим, что эт 1 ги прямые н г.е пересекаются. В таком
сл
о

... 1 г  , , .учае Ь||с. Поскольку с||Ь т „ ,и а||Ь, то по теореме <т а
\ Гцвух прямых, параллельных третьей, прямые а и с1 1параллельны. Но это невозможно, так как по уел эвию &

задачи прямые; а и с пересекаются.
Таким образо

нач
м, предположение о гом, что Ы с, рыс. 33

неверно. 3 ИТ, Тпрямые Ь и с п< г ̂зресекаются , что
и требовалось дсжазать.

1 Начало и окончание доказательства мы будем обозначать знаками О и I  соответственно.
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых...

Обратим внимание на рис. 32, который ис­
пользовался в ходе доказательства теоремы. Взаим­
ное расположение прямых а, Ь, с на этом рисунке 
не соответствует формулировке теоремы, и это легко 
объяснить: ведь рисунок отражает предположение, 
впоследствии оказавшееся неверным. Вообще, ри­
сункам в геометрических теоремах и задачах отво­
дится особая роль — то, что на них изображено, сле­
дует из имеющихся у нас сведений, но не наоборот.

Недоказанные свойства геометрических фи­
гур, даже если они кажутся очевидными из ри­
сунков, использовать нельзя. Рисунок в геометрии 
лишь отражает свойства и утверждения, выражен­
ные словами, но сам по себе не является доказа­
тельством. К тому же рисунок может не охватывать 
все возможные варианты расположения элементов 
фигур, которые подразумеваются в задаче или тео­
реме. Недаром геометрию называют «искусством 
правильно рассуждать на неправильных чертежах».

4.3. Условие и заключение теоремы. 
Доказательство о т  противного
В формулировке любой теоремы всегда мож­

но четко выделить две части: то, что дано (условие), 
и то, что надо доказать (заключение). Перефор­
мулируем теорему о двух прямых, параллельных 
третьей, следующим образом: «Если две прямые 
параллельны третьей прямой, то эти прямые па­
раллельны между собой». Нам известно, что две 
прямые параллельны третьей прямой — это ус­
ловие теоремы. Требуется доказать, что эти пря­
мые параллельны между собой — это заключе­
ние теоремы. Вообще говоря, выделить условие 
и заключение легче всего для утверждения, пред­
ставленного в виде: «Если... (условие), то... (заклю­
чение)».

Проанализируем доказательство теоремы 
о двух прямых, параллельных третьей. Сначала
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§4 . Параллельные прямые

мы предположили, что прямые а и Ъ не парал­
лельны, то есть что заключение теоремы ошибоч­
но. Затем, опираясь на известные свойства вза­
имного расположения прямых, установили, что 
через некоторую точку С проходят две прямые, 
параллельные с, то есть пришли к противоречию 
с аксиомой параллельных прямых. На основании 
этого противоречия мы сделали вывод о том, что 
наше предположение было неверным, а значит, 
верным является утверждение теоремы.

Этот метод доказательства называется дока­
зательством от противного, им мы воспользовались 
и в задаче, которую рассматривали после теоремы. 
Но этот метод не единственный: уже в следующем 
параграфе мы будем применять и другие методы 
доказательств.

Метод доказательства от противного иногда 
используется как в других науках, так и в повсе­
дневной жизни. Например, врач, чтобы убедиться, 
что пациент не болен гриппом, может рассуждать 
так: «Допустим, что у больного грипп; тогда у него 
должны быть характерные симптомы: повышение 
температуры, головная боль и т. и. Но этих сим­
птомов нет, то есть предположение о гриппе не­
верно. Значит, пациент не болен гриппом».

Схема доказательства от противного
Утверждение

Есл и  А , то В
Доказательство

1. Предположение. 
П усть А , но не В

Предполагаем, что условие теоремы выполняется, а за­
ключение — нет

2. Рассуждения Проводим рассуж дения, опираясь на аксиомы и ранее 
доказанные теоремы

3. Противоречие
Получаем новое утверждение, противоречащее либо дан­
ному условию, либо одной из аксиом, либо ранее дока­
занной теореме

4. Заключение. 
Тогда В

Убеждаемся, что наше предположение ошибочно, т. е. 
данное утверждение является верным
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

Вопросы и задачи

Устные упражнения

88. Известно, что а || Ъ. Означает ли это, что Ъ || а?
89. Два отрезка не имеют общих точек. Означает ли это, что данные 
отрезки обязательно параллельны?
90. Прямые К М  и ЕР  параллельны. Могут ли лучи М К  и РЕ  пере­
секаться?
91. На плоскости проведены три параллельные прямые. Может ли не­
которая четвертая прямая:

а) пересекать только одну из данных прямых;
б) пересекать только две из данных прямых;
в) не пересекать ни одной из данных прямых?

92. Можно ли провести два луча с началом в точке вне данной прямой, 
которые были бы параллельны данной прямой? Какими должны быть 
эти лучи?

Графические упражнения

С помощью двусторонней линейки проведите параллельные пря- 
а и Ъ.

а) Отметьте на прямой а точку А. Можно ли провести через точ­
ку А  другую прямую, параллельную прямой Ы Почему?
б) Постройте отрезок АО, параллельный прямой Ъ. Лежит ли точ­
ка В  на прямой а?
в) Проведите через точку А прямую с, не совпадающую с пря­
мой а. Пересекаются ли прямые Ь и с? Почему?
С помощью двусторонней линейки проведите параллельные пря- 
а и Ъ.

а) Проведите прямую с, параллельную прямой а. Параллельны ли 
прямые Ь и с? Почему?
б) Отметьте на прямой с точки А, Б  и С. Назовите два луча, па­
раллельные прямой Ь.

93.
мые

^  94.
мые
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§4 . Параллельные прямые

Письменные упражнения 

Уровень А
95. Даны прямая а и точки А , В и С 
(рис. 34). Сколько прямых, параллельных 
прямой а, можно провести через данные 
точки? Проведите все такие прямые. Могут 
ли они пересекаться? Ответ обоснуйте.
9 6 . Прямая параллельна одной из двух параллельных прямых. Может 
ли она пересекать вторую прямую? Ответ обоснуйте.
97. Две прямые параллельны. Докажите методом от противного, что 
любая третья прямая не может пересекать обе данные прямые в одной 
и той же точке.
98. Докажите методом от противного утверждение: «Если прямая па­
раллельна одной из сторон неразвернутого угла, то она не может быть 
параллельна другой его стороне».

Уровень Б
99. Три параллельные шоссейные трассы пересекаются двумя другими 

параллельными трассами. Сколько пересечений образовалось?
^  100. На плоскости проведены прямые а, Ь, с и с1, причем а || Ь, с || (I. 

Прямые а и с пересекаются. Сколько всего точек пересечения имеют 
данные прямые?
101. Через точку, не лежащую на прямой с, проведены четыре прямые. 
Сколько из них могут пересекать прямую с? Рассмотрите все возмож­
ные случаи.

^  102. На плоскости проведены четыре прямые, причем три из них 
имеют одну общую точку. Сколько пар параллельных прямых может 
образоваться на плоскости? Рассмотрите все возможные случаи.
103. Прямая а параллельна прямой Ь и не параллельна прямой с . До­
кажите, что прямые Ь и с пересекаются.
104. Прямые а и Ь пересекаются, прямая с параллельна прямой Ъ. 
Докажите, что любая прямая, параллельная прямой а, пересекает 
прямые Ь и с.

С
Рис. 34
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Уровень В
105. На плоскости проведено несколько прямых, причем никакие три 
из них не пересекаются в одной точке. Всего образовалось три точки 
пересечения. Сколько прямых проведено? Рассмотрите все возможные 
случаи.

^  106. На плоскости проведены три прямые. При этом образовалось 
две точки пересечения. Докажите, что среди данных прямых есть 
параллельные.
107. На плоскости проведены четыре прямые. При этом образовалось 
шесть точек пересечения. Докажите, что среди данных прямых нет 
параллельных.

Повторение перед изучением §5

Теоретический материал
• дополнительные лучи
• измерение углов

Задачи
108. Лучи Ь и с делят развернутый угол (ай) на три угла. Найди­
те угол (Ъй), если А(ас) = 135°, А(Ьс) = 20°. Сколько решений имеет 
задача?
109. Луч ОАх является дополнительным к стороне О А  угла АОВ- 
Найдите угол АОВ, если он равен углу А хОВ.
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Смежные углы и их

5.1. Определение смежных углов
В предыдущих параграфах мы рассматривали 

виды углов в зависимости от их градусной меры. Пе­
рейдем к изучению углов, имеющих общие элементы.

Пусть на прямой точка О лежит между точ­
ками А и В, а С — произвольная точка вне пря­
мой А В  (рис. 35). Тогда углы АОС и СОВ имеют 
общую сторону, а стороны О А  и О В  данных углов 
являются дополнительными лучами.

Определение
Два угла называются смежными, если они имеют об­
щую сторону, а другие стороны этих углов являются до­
полнительными лучами.

Пропуск хотя бы одного условия в формули­
ровке определения недопустим; это может приве­
сти к тому, что будет описан иной геометрический 
объект. Так, если стороны двух углов не являются 
дополнительными лучами, то даже при наличии 
общей стороны такие углы — не смежные (рис. 36). 
Не являются смежными и углы, которые не удов­
летворяют первому условию определения, то есть 
не имеют общей стороны (рис. 37).

5.2. Теорема о смежных углах. 
Следствия из теоремы

Теорема (о смежных углах)

Сумма смежных углов равна 180°.

Доказательство
□ Пусть углы (ай) и (Ьс) — данные смеж­

ные углы (рис. 38). Тогда по определению смеж­
ных углов лучи а и с дополнительные, то есть

свойства

А  О В

Рис. 35. Углы АОС и СОВ
смежные

Рис. 36. Углы 1 и 2 име­
ют общую сторону, но 
не смежные

Рис. 37. Стороны а и Ъ 
углов 1 и 2 — дополни­
тельные лучи, но эти 
углы не смежные

Рис. 38. Сумма углов (аЬ) 
и (Ьс) равна 180°
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угол (ас) развернутый, а его градусная мера рав­
на 180°. Луч Ь делит угол (ас) на два угла, и по 
аксиоме измерения углов ^(аЬ) + ̂ (Ьс) = ^ (а с ) = 
= 180°. Теорема доказана. ■

Сформулируем теперь несколько утвержде­
ний, которые легко обосновать с помощью дока­
занной теоремы.

Рис. 39. Углы, смежные 
с равными углами, 
также равны

1. Если два угла равны, то смежные с ни­
ми углы также равны.

Действительно, по теореме о смежных углах 
^ 1  + ̂ 2  = ^ 3  + ̂ 4  = 180° (рис. 39). Если ^ 1  = ^ 3 , 
то 180°- А \  = 1 8 0 ° -^ 3 , то есть ^ 2  = ^ 4 .

2. Два угла, смежные с одним и тем же 
углом, равны.

На рис. 40 углы 1 и 2, а также углы 1 и 3 
являются смежными. Поскольку сумма смежных 
углов равна 180°, то ^ 2  = ^ 3  = 1 8 0 ° -^ ! .

Рис. 40. Углы, смежнвю 
с одним и тем же углом, 
равны

Рис. 41. Угол, смежный 
с прямвш углом, 
прямой

3. Угол, смежный с прямым углом, также 
прямой. Угол, смежный с тупым углом, острый. 
Угол, смежный с острым углом, тупой.

Эти утверждения вытекают из теоремы 
о смежных углах, поскольку 180° -9 0 °  = 90° 
(рис. 41), а если два неравных угла в сумме со­
ставляют 180°, то один из них больше 90° (то есть 
тупой), а второй — меньше 90° (то есть острый).

В математике утверждения, непосредствен­
но вытекающие из теорем (или аксиом), называ­
ют следствиями. Обосновывая следствия 1-3, мы 
всякий раз упоминали теорему о смежных углах: 
либо указывали ее название, либо пересказыва­
ли ее содержание. Такие обращения к известному 
утверждению с целью обоснования нового называ­
ют ссылками. Решая геометрическую задачу или
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доказывая новую теорему, необходимо ссылаться 
на ранее изученные определения, аксиомы, теоре­
мы и их следствия, а также на данные, содержа­
щиеся в условии задачи или вытекающие из него. 
Например, при доказательстве теоремы о смеж­
ных углах мы ссылались на определения смеж­
ных углов, развернутого угла и аксиому измере­
ния углов, а при доказательстве теоремы о двух 
прямых, параллельных третьей, — на аксиому 
параллельных прямых.

З а д а ч а 61

ДсэкаЖИ‘ге, чтс5 еСЛ1/ два смежн Ь1> У гла рс ВН Ы, то
онИ —прямые.

р гш<гн и е
Если У п ы и 1 2 — смежные, тО 4с и = 18 0 е ( по
теоре,ме о с ш >жных углах). о Г) т: О пькУ по >'СЛ эвию
зада^ш = X -г, то каждый из этих углов р>авен
18 0 ° 2 =90 ’О гсть дан ньи Iг угльI Явл*1Ю1’СЯ пр я-
мь1М1л, чт о И 7ре(5овалс)СЬ ДОказать

Вопросы и задачи

Устные упражнения
110. Два угла имеют общую сторону. Означает ли это, что:

а) данные углы имеют общую вершину;
б) сумма этих углов равна 180°?

111. Могут ли оба смежных угла быть:
а) острыми;
б) прямыми;
в) тупыми?
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112. Лучи Ь и с делят развернутый угол (ай) 
на три угла (рис. 42). Сколько пар смежных 
углов при этом образовалось? Назовите эти 
углы.
113. Рисунок, на котором изображены смеж­
ные углы, перегнули по прямой, содержащей 
их общую сторону. При этом другие стороны 
данных углов совпали. Найдите данные смеж­
ные углы.
114. Найдите угол, смежный с углом, равным:
30°; 60°; 90°; 135°.

Графические упражнения
Начертите развернутый угол (аЬ).
а) Из вершины этого угла проведите луч с так, чтобы угол (ас) 
был тупым. Назовите образовавшиеся смежные углы.
б) Измерьте транспортиром угол (сЬ) и вычислите градусную ме­
ру угла (ас), пользуясь теоремой о смежных углах.
в) Проведите луч й, делящий угол (ас) на два угла. Сколько пар 
смежных углов образовалось на рисунке?
Начертите угол АВС, равный 45°.
а) Проведите луч В В  так, чтобы углы В В А  и АВС  были смеж­
ными. Найдите градусную меру угла ВВ А.
б) Проведите луч В М , делящий угол ВВА  на два угла, один 
из которых равен углу АВС. Сколькими способами это можно 
сделать? Будут ли равные углы смежными?

Письменные упражнения 

Уровень А
Две прямые пересекаются. Сколько пар смежных углов при этом 

образовалось?
118. Через вершину неразвернутого угла проведена прямая, содер­
ж ащ ая его биссектрису. Сколько пар смежных углов при этом об­
разовалось?

115.

ф  116.

117.
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119. Найдите смежные углы, если:
а) их градусные меры относятся как 5 : 31;
б) их разность равна 70°.

120. Найдите смежные углы, если один из 
них:

а) втрое больше другого;
б) на 20° меньше другого.

121. Биссектриса делит угол АО  В  на два угла, 
один из которых равен 50°. Найдите градусную 
меру угла, смежного с углом Л О В ­
ЛИ.. Углы 1 и 2, а также углы 3 и 4 — две па­
ры смежных углов. Сравните углы 2 и 4, если

> АЪ.
4 ^  123. Н а рис. 43 А А О В  = 72°, АСОВ = ЪТ- 

Найдите угол ВОС-

Уровень Б
124. Найдите данный угол, если сумма двух смежных с ним углов рав­
на 240°.
125. Биссектриса угла образует с лучом, дополнительным к стороне 
данного угла, угол 130°. Найдите данный угол.
126. Найдите угол, сторона которого образует с лучом, дополнитель­
ным к биссектрисе данного угла, угол 165°.
127. Лучи Ь и с делят развернутый угол (ай) на три угла (рис. 42). 
Найдите наибольший из этих углов, если А(ас) = 160°, ^(Ьй) = 140°.
128. Найдите угол ВОС (рис. 43), если А В О Б  = 112°, ААОС = 138°.

Уровень В
129. Разность двух смежных углов относится к одному из них как 5 : 2. 
Найдите эти смежные углы.
130. Биссектриса данного угла образует с его стороной угол, равный 
углу, смежному с данным. Найдите данный угол.
131. Найдите угол между биссектрисами смежных углов.
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132. Сумма двух углов, имеющих общую сторону, равна 180°. Обяза­
тельно ли эти углы смежные?
133. Если биссектрисы углов АОВ  и БОС образуют прямой угол, 
то точки А, О и С лежат на одной прямой. Докажите.

Повторение перед изучением §6  

Теоретический материал
• перпендикулярные прямые

• измерение углов

О  6 класс 
V_________________ У

У
V

Задачи
134. Углы (тп) и (кр) являются смежными с углом (пр). Среди лу­
чей тп, п, к, р  назовите пары дополнительных лучей.
135. Углы (аЬ) и (Ьс) смежные. Углы (Ьс) и (ей) также смежные, при­
чем А(сй) = 32°. Найдите углы (ай) и (ак).
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вертикальные углы и их свойства, 
перпендикулярные прямые.
Угол между двумя прямыми

6.1. Определение вертикальных углов
Рассмотрим еще один случай взаимного рас­

положения углов с общими элементами.

Определение
Два угла называются вертикальными, если стороны 
одного угла являются дополнительными лучами сторон 
второго.

На рис. 44 прямые АС и В Б  пересекаются 
в точке О. Стороны ОБ и ОА угла АО Б  явля­
ются дополнительными лучами сторон ОВ и ОС 
угла ВОС, поэтому эти углы — вертикальные. 
Вертикальными являю тся такж е углы АОВ  
и БОС.

Таким образом, при пересечении двух пря­
мы х1 образуются две пары вертикальных углов.

Наглядное представление о вертикальных 
углах дают, например, обычные ножницы.

1 _I I  I I  1
Вертикалью
от латинского

>1Й
«Вэртр

-1Ы1/

1

калио вер ЛИН

Рис. 44. При пересечении 
двух прямых образуются 
две пары вертикальных 
углов

6.2. Теорема о вертикальных углах. 
Угол между прямыми
Основное свойство вертикальных углов вы­

ражает следующая теорема.
теорема (о вертикальных углах)

Вертикальные углы равны.

Здесь и далее, говоря об углах, образованных при пересе­
чении двух прямых, мы будем иметь в виду неразвернутые 
углы.
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Рис. 45. Вертикальные 
углы являются смеж­
ными с одним и тем же 
углом

Доказательство
□ Пусть углы 1 и 2 — вертикальные 

углы, образовавшиеся при пересечении прямых а 
и Ь (рис. 45). Рассмотрим угол 3, сторонами кото­
рого также являются полупрямые прямых а и Ь. 
Углы 1 и 2 смежные с углом 3 (по определению 
смежных углов), поэтому по следствию из теоремы 
о смежных углах 7 1  = 7 2 . Теорема доказана. Ш

<7 Задача
СулЛМС д зух угло 3, С>бразовавшихся пЭИ пе эесече
1 1 1 НИИ двух пр>ямых, равна 100°. Нзйдите в:е эбразе
вавшиеся УгЛЬ1

Решение
По ус ЛОЕ!ИК зсща чи при Пересе»- ен Л\Л ДВ)'X прямыX

2 образовались два угла, сумма которь>1Х соста вля -
1 3 ет 100°. Эти углы 1могу т быть или смежи ыми, или

4 1 1вертикал ьными. Сумма смежных у ■лов равна 180°,

Рис. 46 поэтому да иные углы не мс)Гу г бЫТ1 Сме>кнь1МН1,
значи!1 Г, ОНИ вертикальнсле.
Пусть А  + 73 = 100° (рис . 4 6).
Так ксж вертикальные углы ра е!НЫ' Т0 каж цый и3
двух данны.< угле в равсгн ЮОО • 2 5(3°. Тан им об
эазом, А  - ^3 = 50 О

Поскольку )/гл ы 1 И 2 смеЖН1>1в, то
^2 = 180°-^ = 18С)°- 50 э  — 13С)° (по тео эелле э а ле»Г _

ных углах).
По скольку уп1Ы 2 и 4 зерТИНал ьнь1е, то :а =
- ^62 = 130° (п<э  ТСгоремсг о вертикальных углах'

Ответ: 50‘ 1300. 50°; 30 э

Определение
Углом между двумя пересекающимися прямыми
называется меньший из углов, образовавшихся при 
пересечении этих прямых.
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На рис. 47 две прямые при пересечении об­
разуют два угла по 30° и два угла по 150°. Угол 
между этими прямыми по определению ра­
вен 30° (иначе говорят: прямы е пересекаются 
под углом 30°).

Очевидно, что если при пересечении двух 
прямых образуются четыре равных угла, то все 
они равны 90°, то есть эти прямые пересекаются 
под прямым углом.

6.3. Перпендикулярные прямые
Определение

Две прямые называются перпендикулярными, если 
они пересекаются под прямым углом.

На рис. 48 прямые а и Ь перпендикулярны. 
Кратко это обозначают так: а_1_Ь.

Определение

Отрезки или лучи называются перпендикулярными, 
если они лежат на перпендикулярных прямых.

Докажем важное утверждение, связываю­
щее понятия перпендикулярности и параллель­
ности прямых.

Теорема (о двух прямых, перпендикулярных третьей)

Две прямые, перпендикулярные третьей, параллельны.

Утверждение теоремы иллюстрирует рис. 49. 
На этом рисунке а _1_ с, Ъ _1_ с, а\\Ъ.

Доказательство
□ Пусть даны прямые А ХА 2 и ВХВ2, пер­

пендикулярные прямой АВ. Докажем методом от 
противного, что А 1А 2 || ВгВ2.

Рис. 47. Две прямые пересе­
каются под углом 30°

Ъ
________ _______ а

Рис. 48. Прямые а и Ь 
перпендикулярны

а Ъ

____ ,□_____,□___ с

Рыс. 49. Две прямые, 
перпендикулярные 
третьей, параллельны
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Рис. 50. К предположению 
о том, что прямые 
и В1В 2 пересекаются

Предположим, что данные прямые не парал­
лельны. Тогда они пересекаются в некоторой точ­
ке Кх (рис. 50).

Перегнем рисунок по прямой АВ. Посколь­
ку прямые углы 1 и 2 равны, то при перегибе 
луч ААХ совместится с лучом А А 2. Аналогично 
луч ВВХ совместится с лучом ВВ2. Поэтому точ­
к а ^ ,  в которой пересекаются данные прямые, 
должна совместиться с некоторой точкой К 2, 
также лежащей на этих прямых. Таким образом, 
через точки К х и К 2 проходят две прямые А гА 2 
и В1В2, что невозможно по аксиоме проведения 
прямой. Следовательно, наше предположение не­
верно, то есть прямые А1А 2 и В1В2 параллельны. 
Теорема доказана. ■ 1

Свойство, описанное в теореме, использует­
ся для построения параллельных прямых с по­
мощью линейки и угольника (рис. 51). Дважды 
прикладывая угольник к линейке, можно про­
вести две прямые, перпендикулярные краю ли­
нейки. По доказанной теореме такие прямые па­
раллельны.

Рис. 51. Построение параллельных прямых с помощью линейки и угольника

1 Доказывая эту теорему, можно не рассматривать перегиб, а воспользоваться расширен­
ным перечнем аксиом, приведенным на с. 213-214.
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вопросы и задачи

Устные упражнения
136. Могут ли две прямые при пересечении образовать три острых угла; 
только один тупой угол; четыре прямых угла?
137. Верно ли утверждение: «Два равных угла с общей вершиной явля­
ются вертикальными»?
138. Углы 1 и 2 образовались при пересечении двух неперпендикуляр­
ных прямых. Определите, являются ли эти углы смежными или верти­
кальными, если:

а) их сумма больше 180°;
б) лишь один из них острый;
в) их сумма меньше суммы двух других полученных углов.

139. Градусные меры двух смежных углов — а  и (3. Могут ли а  и Р 
быть градусными мерами двух вертикальных углов? В каком случае?
140. При пересечении двух прямых образовался тупой угол а . Чему 
равен угол между данными прямыми?
141. При пересечении двух прямых образовались четыре угла, ни один 
из которых не является острым. Под каким углом пересекаются данные 
прямые?
142. Через точку пересечения двух перпендикулярных прямых а и Ь 
проведена прямая с. Может ли она быть перпендикулярна какой-либо 
из прямых а и Ы

Графические упражнения
Начертите прямые а и Ь, пересекающиеся в точке О под углом 80°.
а) Выделите цветом все пары вертикальных углов, образовавших­
ся на рисунке. Каковы градусные меры этих углов?
б) Проведите через точку О прямую, перпендикулярную пря­
мой а. Будет ли эта прямая перпендикулярна прямой 6? 
Начертите перпендикулярные прямые а и Ь, пересекающиеся

в точке О.
а) Отметьте на прямой а точку В. С помощью угольника 
проведите через эту точку прямую с, перпендикулярную прямой а.
б) Параллельны ли прямые Ь и с? Почему?

143.

^  144.
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Письменные упражнения 

Уровень А
145. Один из углов, образовавшихся при пересечении двух прямых, 
равен 125°. Найдите остальные углы. Чему равен угол между данными 
прямыми?
146. Найдите все углы, образовавшиеся при пересечении двух пря­
мых, если:

а) биссектриса отсекает от одного из них угол 23°;
б) один из этих углов втрое больше другого.

147. Найдите все углы, образовавшиеся при пересечении двух пря­
мых, если:

а) сумма двух из них равна 320°;
б) один из этих углов на 50° меньше другого.

148. Перпендикулярные прямые А В  и СВ пересекаются в точке К. 
Назовите:

а) три отрезка, перпендикулярных прямой СВ\
б) четыре луча, перпендикулярных отрезку А К .

149. Один из углов, образовавшихся при пересечении двух прямых, 
тупой. Докажите методом от противного, что ни один из остальных 
образовавшихся углов не может быть прямым.
150. При пересечении двух прямых образовались четыре угла, один 
из которых прямой. Докажите, что остальные углы также являются 
прямыми.
151. Прямые а и Ь перпендикулярны. Прямая с проходит через точку 
их пересечения и образует с прямой а угол 70°. Найдите угол между 
прямыми с и Ъ.
152. Прямая с проходит через точку пересечения прямых а и Ь, 
причем прямые а и Ь пересекаются под углом 25°, прямые а и с 
перпендикулярны. Найдите угол между прямыми Ь и с.

Уровень Б
153. Найдите все углы, образовавшиеся при пересечении двух пря­
мых, если:

а) сумма трех из них равна 295°;
б) градусные меры двух из этих углов относятся как 4 : 5.

50



§6 . Вертикальные углы и их свойства. Перпендикулярные прямые. Угол между двумя прямыми

154. Найдите угол между двумя пересека­
ющимися прямыми, если:

а) сумма двух образовавшихся углов 
на 80° меньше суммы двух других углов;
б) один из образовавшихся углов вдвое 
меньше суммы трех остальных углов.

155. Три прямые пересекаются в одной точке 
так, что два из образовавшихся при пересече­
нии углов равны 56° и 39° (рис. 52). Найдите 
остальные четыре угла между соседними лу­
чами.
156. Две прямые пересекаются в точке О. Биссектриса одного из 
углов, образовавшихся при пересечении, составляет с одной из дан­
ных прямых угол 72°. Найдите угол, под которым пересекаются дан­
ные прямые.
157. Даны прямые а, Ъ, с и й, причем а Тс, Ь_|_с, а\\с1- Докажите, 
что прямые Ь и й параллельны.
158. Прямые а и Ь пересекаются, а прямая с перпендикулярна пря­
мой а. Докажите, что прямые Ь и с не могут быть перпендикуляр­
ными.

Уровень В
159. Один из углов, образовавшихся при пересечении двух прямых, ра­
вен сумме двух других углов. Найдите угол между данными прямыми.
160. Докажите, что биссектрисы вертикальных углов являются допол­
нительными полупрямыми.
161. Два равных угла имеют общую вершину, а их биссектрисы яв­
ляются дополнительными лучами. Докажите, что эти углы верти­
кальные.
162. Через точку пересечения двух перпендикулярных прямых про­
ведена третья прямая. Найдите наименьший из тупых углов, которые 
образовались при пересечении этих трех прямых, если наибольший из 
образовавшихся тупых углов равен 165°.
163. Через точку на плоскости проведены пять прямых. Какое наи­
большее количество пар перпендикулярных прямых может быть сре­
ди данных прямых?
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

Повторение перед изучением §7

Теоретический материал
• треугольник
• равные отрезки
• равные углы

О  5 класс 
_____________ /

С  П .  2.2; 3.2
у_______________________ 4

Задачи
164. Отрезки АВ и СВ лежат на одной прямой и имеют общую се­
редину О. Найдите длину отрезка СВ, если ОА = 4 см, АС = 12 см. 
Сколько решений имеет задача?
165. Углы (аЬ) и (ей) имеют общую вершину и общую биссектри­
су I. Найдите угол (сЪ), если А[аЪ) = 50°, А(сВ) = 10°. Сколько реше­
ний имеет задача?

Онлайн-тренировка для подготовки к контрольной работе № 1

Задачи для подготовки к контрольной работе № 1
1. На луче с началом в точке А постройте отрезки АВ и АС так, 
чтобы АВ = 8 см, АС = 5 см.

а) Какая из трех данных точек лежит между двумя другими?
б) Какова длина отрезка ВС?

2. Луч ОЬ делит угол М ОИ  на два угла так, что АМ ОЬ = 84° 
и АЬОН  = 18°. Луч О К  — биссектриса угла МОИ- Найдите угол КОВ.
3. Прямые а и Ь пересекаются, прямая с параллельна прямой а. 
Докажите методом от противного, что прямые & и с не параллельны.
4 . Разность двух смежных углов равна одному из них. Найдите эти 
смежные углы.
5. Сумма трех углов, образовавшихся при пересечении двух пря­
мых, на 60° больше четвертого угла. Найдите угол между данными 
прямыми.
6. Углы АОВ и СОВ смежные, причем ААОВ = 108°. Из точки О 
проведен луч ОВ так, что АСОВ = 126°. Является ли луч ОВ биссек­
трисой угла АОВ? Ответ обоснуйте.
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Итоги
ИТОГОВЫЙ ОБЗОР РАЗДЕЛА I

ТОЧКА И ПРЯМАЯ
Аксиома проведения прямой

Через любые две точки  можно 
провести прямую, и притом толь­
ко одну

Аксиома расположения точек 
на прямой

Из трех точек на прямой одна 
и только одна лежит между дву­
мя другими

ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ДВУХ ПРЯМЫХ
Пересекаются Параллельны

Углом между двумя пересека­
ющимися прямыми называется 
меньший из углов, образовав­
шихся при пересечении этих 
прямых

Две прямые на плоскости назы­
ваются параллельными, если они 
не пересекаются

□______

Аксиома параллельных прямых
Перпендикулярными прямыми
называются две прямые, пересе­
кающиеся под прямым углом

Через точку, не лежащую на дан­
ной прямой, можно провести не 
более одной прямой, параллельной 
данной

ТЕОРЕМЫ О ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ И ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫХ ПРЯМЫХ

Теорема о двух прямых, Теорема о двух прямых,
параллельных третьей перпендикулярных третьей 

□_____ □_____

Две прямые, параллельные тре­
тьей, параллельны между собой

Две прямые, перпендикулярные 
третьей, параллельны
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

ЛУЧ

Лучом называется часть прямой, со­
стоящая из всех точек этой прямой, 
лежащих по одну сторону от некото­
рой данной на ней точки (начала лу­
ча), а также самой этой точки

Дополнительными лучами на­
зываются два разных луча одной 
прямой с общей начальной точ­
кой

ОТРЕЗОК УГОЛ

Отрезком называется часть пря­
мой, состоящая из двух данных то­
чек этой прямой (концов отрезка) 
и всех точек, лежащих между ними

Углом называется геометрическая 
фигура, которая состоит из двух 
лучей (сторон угла), исходящих из 
одной точки (вершины угла)

Равными отрезками называются 
отрезки, которые совмещаются на­
ложением

Равным и углами называются 
углы, которые совмещаются на­
ложением

Аксиомы измерения 
и откладывания отрезков

• Каждый отрезок имеет опреде­
ленную длину, которая выражается 
положительным числом в заданных 
единицах измерения. Длина отрезка 
равна сумме длин частей, на кото­
рые отрезок делится любой его точ­
кой.
• На любом луче от его начальной 
точки можно отложить отрезок дан­
ной длины, и только один

Аксиомы измерения 
и откладывания углов

• Каждый угол имеет градусную 
меру, которая выражается поло­
жительным числом. Развернутый 
угол равен 180°. Если луч делит 
данный угол на два угла, то гра­
дусная мера данного угла равна 
сумме градусных мер двух полу­
ченных углов
• От любого луча данной прямой 
можно отложить в заданную сто­
рону от прямой угол с заданной 
градусной мерой, меньшей 180°, 
и только один
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•-----/-----•-----/---- •

Серединой отрезка называется точ­
ка отрезка, которая делит его по­
полам

Биссектрисой угла называется 
луч, который исходит из вершины 
угла и делит угол пополам 
(то есть на два равных угла)

ВИДЫ УГЛОВ (по градусной мере)

И V О

Тупой угол —
угол, больший 90°, 
но меньший 180°

Развернутый 
угол — угол, 
равный 180°

Острый угол —
угол, меньший 90°

Прямой угол — 
угол, равный 90°

УГЛЫ, ОБРАЗУЮЩИЕСЯ ПРИ ПЕРЕСЕЧЕНИИ 
ДВУХ ПРЯМЫХ

______ _________
Смежные углы — два угла, которые 
имеют общую сторону, а другие сто­
роны этих углов являются дополни­
тельными лучами

X
Вертикальные углы — два угла, 
стороны одного из которых явля­
ются дополнительными лучами 
сторон другого

Теорема о смежных углах  
Сумма смежных углов равна 180°

Теорема о вертикальных углах  
Вертикальные углы равны

Следствия из теоремы о смежных углах
1. Если два угла равны, то смежные с ними углы также равны.

2. Два угла, смежные с одним и тем же углом, равны.
3. Угол, смежный с прямым углом, также прямой. Угол, смежный 

с тупым углом, острый. Угол, смежный с острым углом, тупой
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

Контрольные вопросы
1. Назовите основные геометрические фигуры на плоскости. Как 
они обозначаются?
2. Сформулируйте аксиому проведения прямой.
3. Сформулируйте аксиому расположения точек на прямой.
4. Какая фигура называется лучом (полупрямой)? Как обознача­
ются лучи?
5. Какие лучи называются дополнительными?
6. Дайте определение отрезка. Как обозначается отрезок?
7. Какие отрезки называются равными? Как сравнить два от­
резка?
8. Сформулируйте аксиому измерения и откладывания отрезков. 
Как сравнить два отрезка с заданными длинами?
9. Дайте определение середины отрезка.

10. Дайте определение угла. Как обозначаются углы?
11. Какой угол называется развернутым?
12. Какие углы называются равными? Как сравнить два угла?
13. Сформулируйте аксиомы измерения и откладывания углов. Как 
сравнить два угла с заданными градусными мерами?
14. Назовите единицу измерения углов. Какие углы называются 
острыми, прямыми, тупыми?
15. Дайте определение биссектрисы угла.
16. Дайте определение параллельных прямых. Назовите два случая 
взаимного расположения прямых на плоскости. Какие отрезки (лу­
чи) называются параллельными?
17. Сформулируйте аксиому параллельных прямых. В чем состоит 
отличие аксиом от теорем? Приведите примеры аксиом из курса гео­
метрии.
18. Сформулируйте и докажите теорему о двух прямых, параллель­
ных третьей.
19. В чем состоит метод доказательства от противного? Опишите 
этапы рассуждений при доказательстве от противного.
20. Дайте определение смежных углов.
21. Сформулируйте и докажите теорему о смежных углах.
22. Сформулируйте следствия из теоремы о смежных углах.
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23. Дайте определение вертикальных углов.
24. Сформулируйте и докажите теорему о вертикальных углах.
25. Дайте определение угла между пересекающимися прямыми. Сколько 
острых, тупых, прямых углов может образоваться при пересечении двух 
прямых?
26. Дайте определение перпендикулярных прямых.
27. Сформулируйте и докажите теорему о двух прямых, перпендику­
лярных третьей.

Дополнительные задачи
166. На прямой отмечены точки А  и С так, что АС = 3. Точка В  лежит 
на отрезке АС, причем А В : ВС = 2:1. Найдите на данной прямой все 
точки Б  такие, что А Б  + В Б  = СБ.
167. Точки А  и В  движутся по прямой. Определите, на какую вели­
чину переместится середина отрезка АВ, если точка А  переместится 
на 3 единицы, а точка В  — на 7 единиц. Рассмотрите случаи дви­
жения точек в одном направлении и в противоположных направле­
ниях.
168. На линейке отмечены три деления: 0 см, 2 см и 5 см. Как при по­
мощи такой линейки построить отрезок длиной 6 см?
169. Как с помощью угольника с углом 35° отложить угол 40°?
170. Дан шаблон угла в 17°. Как с помощью этого шаблона построить: 

а) угол 7°; б) угол 10°?
171. Как с помощью шаблона угла в 27° по­
строить две перпендикулярные прямые?
172. Сколько углов, меньших 180°, изображено 
на рис. 53?
173. Лучи Ь и с делят угол (ас?) на три равных 
угла. Докажите, что биссектриса угла (Ъс) явля­
ется биссектрисой угла (ас?).
174. Точка М  лежит вне внутренней области угла АОВ. Луч ОС — 
биссектриса этого угла. Докажите, что угол МОС равен полусумме 
углов АО М  и ВОМ .
175. Точка М  лежит во внутренней области угла АОВ. Луч ОС — бис­
сектриса этого угла. Докажите, что угол МОС равен модулю полураз- 
ности углов АО М  и ВОМ .
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА

Древнейшая наука. Геометрия, как и математика в целом, зарожда­
лась из нужд практической деятельности. Ведь всюду, где жили и работа­
ли люди, необходимо было измерять, вычислять, рассуждать.

Первые документальные свидетельства о геометрических знаниях 
дошли до нас из Древнего Египта. Каждый год воды Нила затапливали 
почти все прибрежные земли, поэтому египтянам приходилось вновь раз­
межевывать наделы. Именно так в процессе работы устанавливались про­
стейшие свойства геометрических фигур.

Становление геометрии. Становление геомет­
рии как науки связано с работами древнегреческих 
ученых: Фалеса (ориент. 625-547 гг. до и. э.), Пифа­
гора (ориент. 570-500 гг. до и. э.), Евдокса (ориент. 
408-355 гг. до и. э.). Они сформулировали и доказали 
многие основные геометрические утверждения. Одной 
из выдающихся фигур в истории геометрии по пра­
ву считается Евклид Александрийский (ориент. 
330-275 гг. до и. э.). Его произведение «Начала» 
стало учебником, по которому изучали геоме­
трию на протяжении почти двух тысяч лет.
Евклид первым применил именно тот под­
ход к изложению геометрии, которым 
мы пользуемся сейчас: сначала сфор­
мулировал основные определения 
и свойства простейших фигур 
(аксиомы), а затем, опираясь 
на них, доказал многие 
другие утверждения.

Евклид
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Геометрия в Украине. Интересные 
страницы истории развития геометрии, 
в частности ее преподавания в школе, 
связаны с Украиной. Именно здесь, в од­
ной из харьковских гимназий, в конце 
XIX в. начинал свою деятельность из­
вестный педагог Андрей Петрович Ки­
селев (1852-1940), по учебнику которого 
изучали геометрию на протяжении поч­
ти 60 лет.

Профессор Харьковского университета Алексей Васильевич По- 
горелов (1919-2002) обогатил современную геометрию новейшими ис­
следованиями и создал школьный учебник, по которому занимались 
несколько поколений учащихся.

А. П. Киселев А. В. Погорелов

Исследования и открытия ученых-геометров нашли при­
менение во многих областях человеческой деятельности. Гео­
метрия стала элементом общечеловеческой культуры — ведь 
без знания основ геометрии невозможно представить себе со­
временного просвещенного человека.

Возведенные за  две-четыре ты сячи  лет до 
нашей эры, египетские пирамиды  и сегодня 
пораж аю т точностью метрических отноше­
ний; строители уже тогда знали немало гео­
метрических положений и расчетов.
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Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. Взаимное расположение прямых.

Тематика сообщений и рефератов к разделу I
1. Измерение расстояний и углов на местности.
2. Происхождение основных геометрических терминов.
3. Система геометрических аксиом — от Евклида до наших дней.
4 . А. В. Погорелов — выдающийся украинский геометр.
5. Логическая правильность определений.
6. Аналогия как вид умозаключения.

Рекомендованные источники информации
1. Математична хрестоматая. — К. : Рад. шк., 1970. — Т. 1, 2.
2. Глейзер Г. И. История математики в школе. VII—VIII кл. — М. : 
Просвещение, 1982.
3. Шрейдер Ю. А. Что такое расстояние? (Популярные лекции по 
математике, вып. 38). — М. : Физматгиз, 1963.
4 . Перельман Я. И. Занимательная геометрия. — М. : Физматгиз, 
1959.
5. Гетманова А. Д. Логика. — М. : Дрофа, 1995.
6. Интернет-библиотека МЦНМО. М1р://ШЪ.тесте.гиДгее-Ъоокз/
7. Гранд геометрии. А. В. Погорелов. М1р://кйагкоу.уЪе1оиз.пе1/аур/
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§ 14. Углы, образованные при пересечении двух 
прямых секущей, признаки параллельности 
прямых

§ 15. Свойства углов, образованных при пересечении 
параллельных прямых секущей

§ 16. Сумма углов треугольника. Внешний угол 
треугольника
прямоугольные треугольники, признаки 
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Соотношение между сторонами и углами 
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Среди равных умов — при одинаковых 
прочих условиях — превосходит тот, кто 
знает геометрию.

Блез Паскаль, 
французский ученый

Роль треугольника в геометрии трудно пере­
оценить. Ученые не зря называют треугольники 
клетками организма геометрии. Действительно, 
многие более сложные геометрические фигуры 
можно разбить на треугольники.

В этом разделе мы не только изучим «вну­
треннее устройство» треугольников и выделим их 
виды, но и докажем признаки, по которым мож­
но установить равенство треугольников, сравнивая 
их стороны и углы. Полученные в ходе наших рас- 
суждений теоремы и соотношения расширят ваши 
представления об отрезках и углах, параллельности 
и перпендикулярности прямых на плоскости.

В процессе решения задач и доказательства 
теорем о свойствах треугольников вам предстоит 
освоить важные геометрические методы, которые 
помогут в ходе дальнейшего изучения геометрии.



треугольник и его элементы. 
Равенство геометрических фигур

7.1. Определение треугольника 
и его элементов

Определение
Треугольником называется геометрическая фигура,
которая состоит из трех точек (вершин треугольника), 
не лежащих на одной прямой, и трех отрезков (сторон 
треугольника), попарно соединяющих эти точки.

Треугольник обозначается знаком Д  и пере­
числением его вершин в произвольном порядке.

На рис. 54 изображен треугольник с вер­
шинами А , В, С и сторонами АВ, ВС, АС. 
Этот треугольник можно обозначить так: Д АВС, 
А  ВАС, А С В А  и т. д.

Определение____________________________________________
Углом треугольника АВС  при вершине А  называется 
угол ВАС.

Угол треугольника обозначают тремя буква­
ми (например, «угол АВС») или одной буквой, ко­
торая указывает его вершину (например, «угол А  
треугольника АВС»).

Если вершина данного угла треугольника 
не принадлежит стороне, то говорят, что данный 
угол противолежащий этой стороне. В противном 
случае угол является прилежащим к стороне. Так, 
в треугольнике АВС  угол А  — прилежащий к сто­
ронам А В  и АС  и противолежащий стороне ВС.

Стороны и углы треугольника часто называ­
ют его элементами.
Определение____________________________________________

Периметром треугольника называется сумма всех его 
сторон.

I 1 _ и и

П е р и г л е т р  “ от грече-

ск эго «пери» — вокруг

И <ме грее » - измер яю
к

из мер енн ый вок руг

1
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б

Рис. 55. Фигуры Рг и Р2 
совмещаются наложением

Периметр обозначается буквой Р.
По определению РААВС = АВ  + ВС + АС. 
Любой треугольник ограничивает часть пло­

скости. Будем считать, что точки, принадлежащие 
этой части, расположены внутри треугольника, 
а точки, которые ей не принадлежат,— вне тре­
угольника.

7.2. Равенство фигур.
Равные треугольники
Согласно ранее данным определениям, два 

отрезка (угла) называются равными, если они со­
вмещаются наложением. Обобщим это определе­
ние для произвольных фигур.

Определение
Две геометрические фигуры называются равными,
если они совмещаются наложением.

На рис. 55 изображены фигуры Р1 и Р2. 
Если представить, что фигура Р2 изображена на 
прозрачной пленке, то с помощью наложения этой 
пленки на фигуру Рх (той или другой стороной, 
рис. 55, а, б) можно совместить фигуры Рг и Р2. 
В таком случае фигуры Рх и Р2 по определению 
равны.

Для обозначения равенства фигур использу­
ют знак математического равенства «=». Запись 
Р1 = Р2 означает «фигура Р1 равна фигуре Р2».

Рассмотрим равные треугольники 1 АВС  
и А1Б1С1 (рис. 56).

По определению, такие треугольники мож­
но совместить наложением. Очевидно, что при 
наложении соответственно совместятся сторо-
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Существование треугольника, равного данному, являет­
ся одной из аксиом планиметрии. Эта аксиома приведена 
в приложении 1.
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ны и углы этих треугольников, то есть каждому 
элементу треугольника АВС  будет соответство­
вать равный элемент треугольника А ^В ^,. Ус­
ловимся, что в записи А А В С  = АА ,В ,С , мы бу­
дем упорядочивать названия треугольников так, 
чтобы вершины равных углов указы вались 
в порядке соответствия. Это означает: если  
А А В С  = А А 1В1С1, то А А  = А А ,, АВ = А В ,, 
АС = АС ,, А В  = А ,В Ь ВС = В,Си АС = А,С

Таким образом, из равенства двух треуголь­
ников вытекают шесть равенств соответствующих 
элементов: три — для углов и три — для сторон. 
На рисунках соответственно равные стороны обыч­
но обозначают одинаковым количеством черточек, 
а соответственно равные углы — одинаковым ко­
личеством дужек (рис. 56).

А верно ли, что треугольники, имеющие со­
ответственно равные стороны и углы, совмещают­
ся наложением? Можно ли по равенству некоторых 
соответствующих элементов доказать равенство са­
мих треугольников? Ответить на эти вопросы мы 
попытаемся в дальнейшем.

В

Рис. 56. Треугольники АВС 
и А ^ С ,  равны

Вопросы и задачи

Устные упражнения
176. На прямой отмечены три точки. Могут ли эти точки быть верши­
нами треугольника?
177. В треугольнике К М Р  назовите:

а) углы, прилежащие к стороне МР;
б) угол, противолежащий стороне КР;
в) сторону, противолежащую углу К ;
г) стороны, прилежащие к углу Р.

178. Два треугольника равны. Равны ли их периметры?
179. Периметры двух треугольников равны. Обязательно ли равны са­
ми треугольники?
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180. Известно, что А  АВС = А А 1В1С1. Означает ли это, что:
а) Д С А Б=Д С 1А1Б1;
б) А А В С = А А 1С1В1?

181. Известно, что А  АВС = А Б Е Е .  Назовите:
а) угол, который при наложении треугольников совместится 
с углом Е;
б) сторону, которая при наложении треугольников совместится 
со стороной АС;
в) угол, равный углу С;
г) сторону, равную стороне Б Б .

182.

^  183.

Графические упражнения
Начертите треугольник АВС.
а) Измерьте стороны треугольника и вычислите его периметр.
б) Вырежьте построенный треугольник и с помощью полученно­
го шаблона начертите треугольник, равный данному (или скопи­
руйте построенный треугольник на экране компьютера). Почему 
треугольники будут равны?
Начертите треугольник АВС  и вырежьте его.
а) С помощью полученного шаблона начертите треуголь­
ник МЫК, равный треугольнику АВС.
б) Приложите шаблон к треугольнику М И К  так, чтобы отрезки 
М И  и А В  совместились, а точки С и К  лежали по разные сто­
роны от прямой АВ. Обведите шаблон.
в) Перегните рисунок по прямой АВ. Обязательно ли точки С 
и К  совпадут?

Письменные упражнения 
Уровень А

184. В треугольнике АВС АС = б см, сторона А В  меньше ВС на 2 см, 
а стороны, прилежащие к углу С, равны. Найдите периметр треуголь­
ника.

ф  185. Периметр треугольника АВС  равен 24 м, причем А В  = 10 м, 
а сторона ВС втрое меньше АС. Назовите угол треугольника, про­
тиволежащий его наибольшей стороне.
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186. Известно, что А А В С = А К М И .  Найдите:
а) угол ЛФ если АС = 125°;
б) сторону АВ, если К М  = 11 см;
в) периметр треугольника КМЫ, если А В  = 11 см, ММ = 8 см, 
К И  = 7 см.

187. Известно, что А В А С = А Е Р К .
а) Назовите наибольший угол треугольника ВАС, если наиболь­
ший угол треугольника ЕР К  — противолежащий стороне ЕР.
б) Назовите наименьшую сторону треугольника ЕРК,  если 
АВ> ВС > АС-
в) Назовите треугольник, равный треугольнику АВС.

188. На рис. 57 треугольник АВС  равен тре­
угольнику с вершинами в точках Р, <3, В. За­
кончите равенство А А В С  = А .. .  .

189. Треугольник АВС  равен треугольнику 
с вершинами в точках X , У, 2 .  Запишите ра­
венство этих треугольников, если А В  = У 2,
ВС = 2 Х , АС = УХ.

Уровень Б
190. Точки А, Б  и С лежат на одной прямой, а точка Б  не лежит 
на прямой АС- Сколько треугольников с вершинами в данных точках 
можно построить? Сделайте рисунок.
191. В треугольнике АВС А В : В С : АС  = 3 :5 :7 . Найдите:

а) периметр треугольника, если ВС = 15 мм.
б) наименьшую сторону треугольника, если его периметр равен 
60 мм.
в) наибольшую сторону треугольника, если разность двух других 
его сторон равна 4 мм.

192. Периметр треугольника АВС  равен 18 см, причем А В  + ВС = 
= 12 см, ВС + АС  = 13 см. Назовите углы, прилежащие к наибольшей 
стороне треугольника.
193. Известно, что А  АВС = А Б Е Р  = А К М И , причем А А  = 45°, 
А Р  = 80°, А М  = 55°. Найдите неизвестные углы этих треугольников.
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^  194. Известно, что А А В С  = А Б Е Р  = А К М Ы , причем А В  = 9 см, 
М И  = 8 см, Р = 24 см. Найдите неизвестные стороны этих тре­
угольников.
195. Могут ли быть равными треугольники, у которых наибольшие 
углы не равны? Ответ обоснуйте.
196. Если периметры двух треугольников не равны, то и сами тре­
угольники не равны. Докажите.

Уровень В
197. Известно, что А А В С = А К М Ы  и А А  = АЫ .  Докажите, что тре­
угольник АВС  имеет равные углы, назовите их.
198. Известно, что А А В С = А К М Ы  . Назовите наименьший угол 
треугольника АВС, если в треугольнике К М И  А К > А И ,  а угол, 
противолежащий стороне К М ,  не наименьший.
199. Треугольник АВС  равен треугольнику с вершинами в точ­
ках X ,  У, 2 .  Запишите равенство этих треугольников, если А А > А Х ,  
А А < А 2 ,  А В > А 2 .
200. Треугольник АВС  равен треугольнику с вершинами в точ­
ках  X ,  У, 2 .  Запиш ите равенство этих треугольников, если 
А В  = У2, А А < А У ,  а все стороны треугольника АВС  имеют раз­
ные длины.

Повторение перед изучением §8
Теоретический материал

• равенство отрезков
• равенство углов
• условие и заключение теоремы

Задачи
201. На сторонах равных углов В  и Вх отложены равные отрезки 
ВА = В1А 1 и ВС = БхСг  При наложении углы В  и В1 и отрезки ВА  
и ВХА Х совместились. Совместятся ли при таком наложении отрез­
ки ВС и БХСХ?
202. Общая сторона двух смежных углов делит угол между биссектри­
сами этих углов пополам. Докажите, что данные углы прямые.

6 8



первый признак равенства 
треугольников и его применение

8.1. Первый признак равенства 
треугольников
В соответствии с определением равных фи­

гур два треугольника равны, если они совмеща­
ются наложением. Но на практике наложить один 
треугольник на другой не всегда возможно. На­
пример, таким образом невозможно сравнить два 
земельных участка. Значит, возникает необходи­
мость свести вопрос о равенстве треугольников 
к сравнению их сторон и углов. Но нужно ли для 
установления равенства сравнивать все шесть эле­
ментов треугольников? Если нет, то какие именно 
элементы двух треугольников должны быть соот­
ветственно равными, чтобы данные треугольники 
были равны? Ответ на этот вопрос дают признаки 
равенства треугольников.

Докажем первый из этих признаков.

Теорема (первый признякрявенствя треугольников— 
по двум стороням и углу между ними)

можно наложить на треугольник АВС  так, чтобы 
точки А  и А х совместились, а стороны А 1В1 и А, С, 
наложились на лучи А И и АС соответственно. По 
условию А В  = А1Б1 и АС = А1С1, следовательно,

Рис. 58. Треугольники АВС 
и А 1В1С1 равны по двум 
сторонам и углу между 
ними
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сторона А ХВХ совместится со стороной АО, а сторо­
на А1С1 — со стороной АС. Таким образом, точка Вх 
совместится с точкой В , а точка Сх — с точкой С, 
то есть стороны ОхСх и ОС также совместятся. Зна­
чит, при наложении треугольники АВС  и А 1В1С1 
совместятся полностью. Итак, Д А 0 С = Д А 10 1С1 
по определению. Теорема доказана. Ш

Задача
От эез!ки АВ и Сй пе эесекакл ся в т041<е ((___ 10, Iкот»эрая
является се эедин»ЭИ каждого из

|
ни.

1
х. Докажи те РС1-

С В венЮТЕЮ 1■реуго.1 1 льн1ИК(эв /100 и ВСэй (р|/1С. !59)
7 Решение*

К , 'А , В 1гре>/го .пьнИК(зх /100 и1 во /1(э = ВСЭ и а 0 - 0 0
по условиюэ, - * ео о по теореме: о \ 1 верти1-\ катг1ЬНЫХ углах Таки1М образе)М, ДЛОС - Ю1) по

А О 1 1первому признаку равенютва тре'угольник»эв.
Рис. 59

Практическое значение доказанной теоремы 
очевидно из такого примера.

Пусть на местности необходимо определить 
расстояние между точками А и С, прямой про­
ход между которыми невозможен (рис. 60). Один 
из способов измерения следующий: на местности 
выбирают некоторую точку О, к которой можно 
пройти из точек А, С, В , О, и на лучах АО 
и СО откладывают отрезки ВО = АО  и 0 0  = СО.
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Тогда, согласно предыдущ ей задаче, 
А А О С = А В О Б  по первому признаку равенства 
треугольников. Отсюда следует, что искомое рас­
стояние АС равно расстоянию В Б, которое можно 
измерить.

8.2. Опровержение утверждений. 
Контрпример

Проанализируем первый признак равенства 
треугольников. Согласно ему для доказательства 
равенства двух треугольников достаточно доказать 
равенство трех пар соответствующих элементов — 
двух сторон и угла между ними. Требование того, 
чтобы равные углы обязательно лежали между 
равными сторонами, является очень важным.

Действительно, рассмотрим треугольни­
ки АВС  и А1Б1С1 (рис. 61). Они не равны, хотя 
имеют две пары соответственно равных сторон 
(А В  = А 1В1, ВС = В{С{), поскольку равные углы С 
и С, лежат не между равными сторонами.

С помощью приведенного примера мы по­
казали, что утверждение «Если две стороны и не­
который угол одного треугольника соответственно 
равны двум сторонам и некоторому углу другого 
треугольника, то такие треугольники равны» явля­
ется ошибочным. Иначе говоря, мы опровергли это 
утверждение конкретным примером. Такой пример, 
с помощью которого можно показать, что некото­
рое общее утверждение является неправильным, 
называется контрпримером. Принцип построения 
контрпримера для опровержения неправильного 
утверждения довольно прост: нужно смоделировать 
ситуацию, когда условие утверждения выполняется, 
а заключение — нет.

Изобразим схематически опровержение ут­
верждения с помощью контрпримера.

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е К О Н Т Р П Р И М Е Р

Если А, то В А, но не В

Рис. 61. Две стороны 
и угол двух треугольни­
ков соответственно рав­
ны, но сами треугольни­
ки не равны
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Контрпримеры используются только для 
опровержения неправильных утверждений, но 
не для доказательства правильных. Заметим так­
же, что не всякое ошибочное утверждение можно 
опровергнуть контрпримером. Если для опровер­
жения некоторого утверждения не удалось подо­
брать контрпример, это не означает, что данное 
утверждение верно.

Опровержение утверждений с помощью 
контрпримеров применяется не только в мате­
матике. Пусть, например, некто утверждает, что 
все птицы, которые водятся в Украине, осенью 
улетают на юг. Это утверждение можно опровер­
гнуть, приведя в качестве контрпримера воробьев. 
А опровергнуть утверждение «В русском языке 
нет существительного, в котором содержались бы 
пять согласных подряд» можно с помощью самого 
слова «контрпример».

Вопросы и задачи

Устные упражнения
203. В треугольниках АВС  и А1В1С1 АС = А 1С1 и ВС = В1С1. Какое 
равенство необходимо добавить к условию, чтобы равенство данных 
треугольников можно было доказать по первому признаку?
204 . В треугольниках АВС  и А1В1С1 АС = А1С1 и АС = АСХ. Какое 
равенство необходимо добавить к условию, чтобы равенство данных 
треугольников можно было доказать по первому признаку?
205. Можно ли утверждать, что А А В С = А В Е Е , если А В  = Б Е , 
АС = Б Е , А  А  = АЕ?
206. Если сумма двух сторон и угол между ними одного треугольника 
соответственно равны сумме двух сторон и углу между ними другого 
треугольника, то такие треугольники равны. Верно ли это утвержде­
ние? Приведите контрпример.
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Графические упражнения
207. Начертите две прямые, пересекающиеся в точке О.

а) Отложите на одной прямой по разные стороны от точки О рав­
ные отрезки ОА и ОБ, а на другой — равные отрезки ОС и ОБ.
б) Соедините последовательно точки А, С, Б  и Б . Выделите цве­
том пары равных треугольников. Как доказать их равенство?

208 . Начертите треугольник АВС.
а) От луча АС отложите угол САМ, равный углу САВ, так, что­
бы точки В  и М  лежали по разные стороны от прямой АС.
б) На луче А М  отложите отрезок АБ, равный отрезку АБ. Со­
едините точки Б  и С.
в) Докажите равенство треугольников АБС и АБС по первому 
признаку равенства треугольников. Как нужно перегнуть рисунок, 
чтобы доказать равенство этих треугольников по определению?

Письменные упражнения 
Уровень А

209. По данным рис. 62 докажите равенство треугольников АБС 
и А1Б1С1.
210. На рис. 63 А  ВАС = А БА С, АБ = А Б . Докажите равенство тре­
угольников АБС и АБС.

ф  211. На рис. 64 А А ББ = А С ББ, АБ = СБ. Докажите равенство тре­
угольников А ББ и СББ.

В

А  8 С

Ах 8 С1 
Р и с . 62
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212. Через точку Б  — середину отрезка А В  — проведена прямая СВ, 
перпендикулярная АВ.

а) Докажите равенство треугольников АСБ  и ВСБ.
б) Найдите длину отрезка ВС, если АС = 8 см.

213. В треугольнике АВС А В  = СВ, А А  = АС. Точка М  — середи­
на стороны АС.

а) Докажите равенство треугольников А В М  и СВМ.
б) Найдите угол А В М ,  если АСВМ  = 25°.

214. С помощью рисунка-контрпримера опровергните утверждение:
а) если точка С лежит на луче АВ, то она лежит между точка­
ми А  и В;
б) если два равных угла имеют общую вершину, то эти углы вер­
тикальные.

ф  215. С помощью рисунка-контрпримера опровергните утверждение:
а) если луч ОС делит тупой угол АОВ  на два угла, то оба эти 
угла острые;
б) если два луча не пересекаются, то они параллельны.

Уровень Б
216. На рис. 65 А Б  = АЕ, В Б  = СЕ. Докажите, что А В  = АС.

^  217. На рис. 66 точка С — середина отрезка А Е , А В  = Б Е , А1 = А2. 
Докажите, что ВС = БС.

А  В Б

218. В треугольнике АВС А А  = АС. На сторонах А В  и ВС отложе­
ны равные отрезки А А ; и СС, соответственно. Найдите длину отрез­
ка АСХ, если САХ =14 см.
219. В треугольнике АВС А В  = СВ. Биссектриса угла В  пере­
секает сторону АС  в точке Б . Найдите длину отрезка А В , если 
АС = 8 см.
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220. Известно, что А А В С  = А А 1В1С1. На сторонах А В  и А гВг от­
ложены равные отрезки А В  и А10)1 соответственно. Докажите, что
а а с в =а а 1с1в 1.
221. Известно, что А А В С  = А А 1В1С1. Точки В  ж Е  — середины сто­
рон А В  и ВС, а точки Д и  Бх — середины сторон А,Б, и В ]С] соот­
ветственно. Докажите, что В Е  = В 1Е1.
222. С помощью рисунка-контрпримера опровергните утверждение:

а) если прямая параллельна стороне треугольника, то она пере­
секает две другие его стороны;
б) если два угла имеют общую сторону и в сумме составляют 180°, 
то эти углы смежные.

^  223. С помощью рисунка-контрпримера опровергните утверждение:
а) если прямая пересекает один из двух параллельных лучей, то 
она пересекает и второй луч;
б) если биссектрисы двух углов являются дополнительными лу­
чами, то эти углы вертикальные.

Уровень В
224 . В треугольнике АВС А В  = СВ. Биссектриса угла В  пересекает 
сторону АС в точке Б . Докажите, что прямые АС и ВВ  перпендику­
лярны.
225. Через середину отрезка А В  проведена прямая I, перпендику­
лярная прямой АВ. Докажите, что каж дая точка прямой I равно­
удалена (лежит на одинаковом расстоянии) от точек А и Б.

Повторение перед изучением §9  
Теоретический материал

• теорема о смежных углах и ее следствия
• перпендикулярные прямые

Задачи
226. Представьте, что на рисунке изображена пара смежных углов и их 
биссектрисы. Какое наибольшее количество прямых углов может быть 
на таком рисунке?
227. На стороне ВС треугольника АБС отмечена точка М , причем 
А  ВАМ  =АС АМ . Найдите градусные меры углов А М В  и АМС.
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Перпендикуляр к прямой.
Расстояние о т  точки до прямой

9.1. Существование и единственность 
прямой, проходящей через 
данную то ч к у  перпендикулярно 
данной прямой
Признаки равенства треугольников приме­

няются не только для решения задач, но и для до­
казательства новых геометрических утверждений, 
в частности и тех, в формулировках которых не 
упоминается треугольник. Докажем с помощью 
первого признака равенства треугольников теоре­
му о прямой, проходящей через данную точку пло­
скости перпендикулярно данной прямой.
Теорема (о существовании и единственности 
перпендикулярной прямой)

Через любую точку п л о с к о с т и  м о ж н о  провести прямую, 
перпендикулярную данной, и только одну.

Рис. 67. Прямая АА1 
проходит через точку А 
и перпендикулярна 
прямой а

Перед началом доказательства теоремы про­
анализируем ее формулировку. Теорема содержит 
два утверждения:

1) существует прямая, проходящая через 
данную точку плоскости и перпендикулярная дан­
ной прямой;

2) такая прямая единственна.
Первое утверждение теоремы говорит о су­

ществовании прямой с описанными свойствами, 
второе — о ее единственности. Каждое из этих 
утверждений необходимо доказать отдельно. 
Доказательство

□ Рассмотрим сначала случай, когда данная 
точка не лежит на данной прямой.

1) Существование. Пусть даны прямая а 
и точка А , не лежащая на данной прямой. Вы­
берем на прямой а точки В  и М  так, чтобы 
угол А В М  был острым (рис. 67).
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С помощью транспортира отложим от лу­
ча ВМ  угол СВМ, равный углу А В М  так, чтобы 
точки А  и С лежали по разные стороны от пря­
мой а. На луче ВС отложим отрезок ВАХ, равный 
отрезку ВА, и соединим точки А  и А х. Пусть В  — 
точка пересечения отрезка АА1 с прямой а.

Рассмотрим треугольники А В В  и А^ВВ. 
Они имеют общую сторону В В , а А А В В  = 
= А А {В В  и ВА = ВА1 по построению. Таким обра­
зом, А А В В = А А гВ В  по первому признаку ра­
венства треугольников. Отсюда следует, что 
А А В В  = А А 1ВВ. Но эти углы смежные, поэтому 
по теореме о смежных углах А А В В  = А А 1В В  = 
= 180°: 2 = 90°. Итак, прямая ААХ перпендикуляр­
на прямой а.

2) Единственность. Применим метод до­
казательства от противного.

Пусть через точку А  проходят две прямые Ь 
и Ьг, перпендикулярные прямой а (рис. 68). Тог­
да по теореме о двух прямых, перпендикулярных 
третьей, Ь || Ьг Но это невозможно, поскольку пря­
мые Ь и Ъг имеют общую точку А . Итак, наше 
предположение неверно, то есть прямая, проходя­
щая через точку А  перпендикулярно прямой а, 
единственна.

Теперь рассмотрим случай, когда точка А  
лежит на прямой а. От любой полупрямой пря­
мой а с начальной точкой А  можно отложить 
прямой угол (рис. 69). Отсюда вытекает существо­
вание перпендикулярной прямой, содержащей сто­
рону этого угла.

Доказательство единственности такой пря­
мой повторяет доказательство, представленное вы­
ше. Теорема доказана. ■

Утверждения о существовании и единствен­
ности уже встречались нам в аксиомах, но не­
обходимость доказывать их возникла впервые. 
В математике существует целый ряд теорем, ана­
логичных доказанной (их называют теоремами

а
Рис. 68. К предположению 
о том, что прямые Ь и Ьг 
перпендикулярны прямой а 
и проходят через точку А

__________ Р ________
А а

Рис. 69. От любой полу­
прямой прямой а можно 
отложить прямой угол
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А

_________ р
В

Рис. 70. Отрезок АВ  — 
перпендикуляр к пря­
мой а

существования и единственности). Общий подход 
к таким теоремам состоит в отдельном доказатель­
стве каждого из двух утверждений.

Необходимость двух отдельных этапов доказа­
тельства в шутку можно пояснить так: утверждение 
«У дракона есть голова» не означает, что эта голова 
единственная. Доказательство существования опре­
деленной геометрической фигуры чаще всего сво­
дится к описанию способа ее получения. Единствен­
ность обычно доказывают методом от противного.

9.2. Перпендикуляр. Расстояние 
о т  точки до прямой

определение
Перпендикуляром к данной прямой, проведенным 
из точки А, называется отрезок прямой, перпендику­
лярной данной, одним из концов которого является 
точка А, а вторым (основанием перпендикуляра) -
точка пересечения этих прямых.

На рис. 70 отрезок А В  является перпенди­
куляром к прямой а, проведенным из точки А . 
Точка В  — основание этого перпендикуляра. По­
скольку по предыдущей теореме через точку А  мож­
но провести единственную прямую, перпендикуляр­
ную прямой а, то отрезок А В  — единственный пер­
пендикуляр к прямой а, проведенный из точки А .

Из доказанной теоремы следует, что из точки, 
не лежащей на данной прямой, можно провести 
к этой прямой перпендикуляр, и только один.

Это утверждение называют теоремой о су­
ществовании и единственности перпендикуляра 
к прямой.
Определение

Расстоянием от точки до прямой, не проходящей 
через эту точку, называется длина перпендикуляра,
проведенного из данной точки к данной прямой.
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Иногда расстоянием от точки до прямой на­
зывают сам этот перпендикуляр. Таким образом, 
отрезок А В  (см. рис. 70) является расстоянием от 
точки А  до прямой а•

З а д а ч а т/
ТсЧК1л А и С  п еже1Т Гю сздну сторОН) О! пр>ямой а, А В

и сь  - Iрасстояния от данных точек до прямой а ,
прич2М А В С Ь (Рис. 71). Док<ЗЖ1/1те, что /40 = С:в.

ре ш е н и е
РаССЛ/\отрил\ тс)еуГОЛьники ИбО и С'Об У ниX сторо - А с
на 60 общая, /46 = С Ь  по у Т-г

СЛОВИЮ. По оп 1редел 1ению
| 1расстояния от 1

ТОЧКИ до прямой А В  и С Ь — 1 1перпен-
~ 1— 1— 1—  дикуляры н ПСЗЯМОЙ

1 1 1 а, то есть ^̂ ИбО -  с̂ а )б = 90°.
Тогда ЛИ60 = А С О В

— 1— 1— 1—  по первому 1признак 1 1 1 
у равенства В в а

I 1 1 1 треугольников м!. Из ЭТОГО 1:леду€>Т, ЧТО И!5 = а 1 что Ры с. 71
и требовалось доказать.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
228. Могут ли два угла треугольника быть прямыми? Почему?
229. На прямой отмечена точка. Сколько через эту точку можно про­
вести:

а) прямых, перпендикулярных данной прямой;
б) перпендикуляров к данной прямой?
Изменятся ли ответы, если точка не будет лежать на данной 
прямой?

230. Среди геометрических фигур с заданными свойствами укажите те, 
которые существуют и являются единственными:

а) луч, дополнительный к данному лучу;
б) отрезок, равный данному отрезку;
в) угол, смежный с данным неразвернутым углом;
г) угол, вертикальный данному неразвернутому углу.
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231. Среди геометрических фигур с заданными свойствами укажите 
те, которые существуют, но не являются единственными:

а) прямая, параллельная данной прямой;
б) прямая, проходящая через точку вне данной прямой и парал­
лельная данной прямой;
в) точка, являющаяся концом данного отрезка;
г) точка, делящая данный отрезок пополам.

Графические упражнения
232. Проведите прямую а и отметьте точку А, не лежащую на этой 
прямой.

а) С помощью угольника проведите через точку А  перпендику­
ляр А В  к данной прямой.
б) Измерьте расстояние от точки А  до прямой а.
в) Отметьте на данной прямой точку С, не совпадающую с точ­
кой В. Измерьте отрезок АС  и сравните его длину с длиной 
отрезка АВ. Выскажите предположение о сравнении длины от­
резка А В  и длин других отрезков, соединяющих точку А  с точ­
ками прямой а.
Проведите прямую Ь и отметьте на ней точку В.
а) С помощью угольника проведите через точку В  прямую, пер­
пендикулярную прямой Ь, и отметьте на ней точку А.
б) На прямой Ь по разные стороны от точки В  отложите 
равные отрезки ВС и ВВ. Соедините точки С и И с точ­
кой А . Равны ли треугольники АВС  и АВВ? Почему?

Письменные упражнения 
Уровень А
В треугольнике АВС А  В = 90°. Назовите отрезок, который явля­

ется расстоянием:
а) от точки С до прямой АВ;
б) от точки А до прямой ВС.

235. Точки А, В и С не лежат на одной прямой. Отрезок А В  — 
расстояние от точки А до прямой ВС. Какой отрезок является рас­
стоянием от точки С до прямой АВ?

ф  233.

234.
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236. Через точку на плоскости проведены три прямые. Сколько прямых 
углов может при этом образоваться? Рассмотрите все возможные случаи.
237. Отрезки АС  и ВС — перпендикуляры, проведенные из точек А  
и Б  к прямой с. Могут ли точки А , В  и С не лежать на одной пря­
мой? Ответ обоснуйте.

Уровень Б
238. Точка А  лежит на прямой а, а точка В  лежит на прямой Ь. Отре­
зок А В  — расстояние от точки А  до прямой Ь и расстояние от точки В 
до прямой а. Определите взаимное расположение прямых а и Ъ. Ответ 
обоснуйте.

^  239. На плоскости даны точки А , В, С, Б , Е. Определите, какие 
четыре из этих точек лежат на одной прямой, если В В  — расстоя­
ние от точки В  до прямой АС, а Е Б  — расстояние от точки Е  до 
прямой ВБ.
240. Известно, что А  АВС = А К М Ы  и отрезок АС — расстояние от 
точки А  до прямой ВС. Какой отрезок является расстоянием:

а) от точки К  до прямой ММ;
б) от точки М  до прямой КЫ?

241. Известно, что А А В С = А А В С 1 и точка В  леж ит на отрез­
ке СС1. Какой отрезок является расстоянием:

а) от точки А  до прямой СС{,
б) от точки С до прямой АВ?

Уровень В
242. Точка Б  лежит внутри неразвернутого угла В. Отрезки БА  
и БС  — расстояния от точки Б  до сторон угла, причем Б А  = БС  
и В А  = ВС. Докажите, что луч В Б  — биссектриса угла В.
243. Точка С — середина отрезка АВ, отрезок БС  — расстояние 
от точки Б  до прямой АВ. Докажите, что луч БС  — биссектриса 
угла А Б В .
244. Расстояния от сел Антоновка и Вольное до прямой автомагистра­
ли равны 5 км и 7 км соответственно. Может ли расстояние между 
Антоновкой и Вольным быть равным 12 км; 2 км? Ответ обоснуйте.
245. Отрезки АА^ и ВВ1 — расстояния от точек А и Б  до пря­
мой с соответственно. При каком условии прямые А В  и с будут пер­
пендикулярными? Ответ обоснуйте.
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Повторение перед изучением §10 

Теоретический материал
• определения треугольника и его элементов
• равные треугольники

О  п. 7.1; 7.2

Задачи
246. В треугольнике АВС  точка М  — середина стороны ВС. Данный 
треугольник перегнули по прямой А М , причем углы А М В  и АМ С  
и отрезки М В  и МС  совместились. Совместятся ли при таких условиях 
углы А М В  и АСМ ; отрезки А В  и АС?

247. Известно, что А А В С  = А А 1В1С1. На сторонах ВС и В1С1 отмече­
ны точки М  и М, соответственно, причем А А В М  = А А 1В1М 1. Дока­
жите равенство треугольников АС М  и А1С1М 1.
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Второй признак равенства 
треугольников и его применение

10.1. Второй признак равенства 
треугольников

В первом признаке равенства треугольников 
равенство двух треугольников было доказано по 
трем элементам: двум сторонам и углу между ни­
ми. Однако это не единственный возможный набор 
элементов, равенство которых гарантирует равен­
ство треугольников. Еще один такой набор — это 
сторона и прилежащие к ней углы.
Теорема (второй признак равенства тре­
угольников — по стороне и прилежащим 
к ней углам)

Если сторона и прилежащие к ней углы одного тре­
угольника соответственно равны стороне и приле­
жащим к ней углам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Доказательство
□ Пусть даны треугольники АВС  и АуВуСу, 

у которых АС = А ХСХ, А А  = А А Х, АС = АСХ 
(рис. 72). Докажем, что А А В С  = А А 1В1С1.

Поскольку АС = А ХСЪ то треугольник А1В1С1 
можно наложить на треугольник АВС  так, что­
бы сторона АС совместилась со стороной Д С Х, 
а точки В и Ву лежали по одну сторону от пря­
мой АС. По условию А А  = ААу и АС = АСу, по­
этому сторона АуВу наложится на луч АВ, а сто­
рона СуВу — на луч СВ. Тогда точка Б, — общая 
точка сторон А, Б, и С, Б, — будет лежать как на 
луче АВ, так и на луче СВ, то есть совместится 
с общей точкой этих лучей — точкой В. Таким

Б

Рис. 72. Треугольники АВС 
и А В Су равны по стороне 
и прилежащим к ней 
углам
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образом, совместятся стороны АБ и А,Б,, а так­
же ВС и БХСГ Значит, при наложении треуголь­
ники АВС  и А1Б1С1 совместятся полностью, то 
есть по определению А А В С = А А 1В1С1. Теорема 
доказана. Ш

10.2. Решение геометрических задач 
«о т конца к началу»

Рассмотрим пример применения второго при­
знака равенства треугольников для решения задачи.

Прежде чем привести решение этой задачи, 
попытаемся ответить на вопрос: как именно надо 
рассуждать, чтобы найти путь к нему?

1) Сначала проанализируем вопрос задачи. Нам 
необходимо найти градусную меру угла Б . Оче­
видно, что для этого должны быть использованы 
числовые данные. Мы имеем лишь одно такое ус­
ловие: А В  = 110°. Таким образом, можно пред­
положить, что углы Б  и Б  должны быть как-то 
связаны. Как именно?

2) Заметим, что углы Б  и Б  являются углами тре­
угольников АВС  и АБС соответственно, причем 
оба эти угла — противолежащие стороне АС. От­
сюда возникает идея о том, что углы Б  и Б  могут 
быть равными, и их равенство может следовать из 
равенства треугольников АБС и АБС.
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3) Следующий шаг рассуждений: действительно ли 
треугольники АВС  и АОС равны? Если да, то на 
основании какого признака можно доказать их ра­
венство? Здесь на помощь приходят другие данные 
задачи — равенства углов: А1 = А2, АЗ = А4. 
Как вы уже знаете, две пары соответственно рав­
ных углов рассматриваются в формулировке вто­
рого признака равенства треугольников, то есть 
следует попробовать применить именно его.

4) Для окончательного определения хода решения 
задачи осталось ответить на вопрос: каких еще 
данных нам не хватает для применения второ­
го признака равенства треугольников? Откуда 
их можно получить? Отметим, что углы 1 и 3 
треугольника АВС, а также углы 2 и 4 тре­
угольника АОС являются прилежащими к сто­
роне АС, которая, кроме того, является общей 
стороной этих треугольников.

Итак, путь определен, и остается лишь за­
писать решение, повторяя рассуждения в обратном 
порядке — от 4-го к 1-му пункту.

Решение /
РаССЛ/\отрилс__ ' Д)еугольники А В С и А й С .___ У них сто-
рона АС обща*1, -А - А2 /3 = А 4 по услсэвию, и эти
углы — прилежащие к стэроне АС. Таким образом,
А А В С  = А АО С По второму при: на <У завенства тре-
уголь>ников.
Углы В и 0 —___1___1___ ссЮТЕ*етс:тв<гниор авнные УгЛЬ! равньIX
ТРеугол эНИКОЕ . 3начИТ, А 0= А В = 110°.

Отв«п : 110°.

Отметим, что в рассуждениях 1)-4) мы на­
чинали с вопроса задачи, а затем использовали ее 
условия, то есть шли «от конца к началу». Во мно­
гих геометрических задачах именно такой способ 
рассуждений позволяет найти верный путь к ре­
шению.
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вопросы и задачи

Устные упражнения

248. В треугольниках АВС  и А1В1С1 А В  = А В 1, АС = АС1. Какое 
равенство необходимо добавить к условию, чтобы равенство этих тре­
угольников можно было доказать по второму признаку?

249. В треугольниках АВС  и А1В1С1 АВ = А1В1 А А  = А А Х. Какое 
равенство необходимо добавить к условию, чтобы равенство этих тре­
угольников можно было доказать по второму признаку?

250. Можно ли утверждать, что А А В С = А В Е Е , если А В  = В Е , 
АА = АН, А В  = АЕ?

251. Если сторона и сумма прилежащих к ней углов одного тре­
угольника соответственно равны стороне и сумме прилежащих к ней 
углов другого треугольника, то такие треугольники равны. Верно ли 
это утверждение?

Графические упражнения

Начертите острый угол А  и проведите его биссектрису АН.
а) От луча НА по разные стороны от прямой НА отложите рав­
ные углы и отметьте точки В и С — точки пересечения сторон 
построенных углов со сторонами угла А.
б) Равны ли треугольники АВП и АСН? Как это доказать?

Начертите тупой угол А и проведите его биссектрису АН.
а) Проведите через точку Н прямую, перпендикулярную пря­
мой АН, и отметьте точки В и С — точки пересечения по­
строенной прямой со сторонами угла А.
б) Выделите цветом равные треугольники и докажите их ра­
венство.

О
252.

^  253.
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Письменные упражнения

Уровень А
254 . По данным рис. 74 докажите равенство треугольников АВС  
и А1Б1С1.

В В1

255. На рис. 75 А В  = АС , ВО = СО. Докажите равенство треуголь­
ников АОВ  и БОС.

^  256. На рис. 76 А А В Б  = АС БВ, А А Б В  = А С В Б . Докажите равен­
ство треугольников А В Б  и СБВ.

В С

Рис. 75

В С

257. На биссектрисе угла В  отмечена точка Б , а на сторонах угла — 
точки А  и С, причем А А Б В  = А С Б В . Найдите длину отрезка БС, 
если Б  А  = 8 см.

258. В треугольнике АВС А В  = СВ, АА  = АС. Биссектриса угла В 
пересекает сторону АС в точке М .

а) Докажите равенство треугольников А В М  и СВМ.
б) Докажите, что прямые АС  и В М  перпендикулярны.
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Уровень Б
259. На рис. 77 А А  = А Е , А А В Е  = АЕСВ, А В  = ЕС. Докажите ра­
венство треугольников АВС  и ВЕБ.
260. На рис. 78 А В А В  = АС ВА, АСА1) = А В В А . Докажите равен­
ство треугольников А В В  и ВСА.

261. В треугольнике АВС  на равных сторонах АС  и ВС отмечены 
точки В  и Е  соответственно, причем АСАЕ = АС ВВ. Докажите, что 
А Е  = В В .

262. Отрезки АС и В В  пересекаются в точке О, которая является 
серединой отрезка В В , причем А В  А В В , СВ А В В .

а) Докажите равенство треугольников АО В  и СОВ.
б) Найдите длину отрезка АС, если АО = 4 см.

263. На биссектрисе неразвернутого угла А  отмечена точка В. До­
кажите, что прямая, перпендикулярная биссектрисе А В  и проходя­
щ ая через точку В, отсекает на сторонах угла равные отрезки.

Уровень В
264. С помощью контрпримера опровергните утверждение: «Если сто­
рона и два угла одного треугольника равны стороне и двум углам дру­
гого треугольника, то такие треугольники равны».

4 ^  265. В п. 8.1 приведен способ нахождения расстояния между точ­
ками А и С на местности (см. рис. 60), основанный на применении 
первого признака равенства треугольников. Предложите другой 
способ нахождения этого расстояния на основании второго призна­
ка равенства треугольников.
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266. Треугольники АВС  и А1Б1С1 равны. На сторонах АС и А, С, от­
мечены точки Б  и Б х соответственно, причем АА В В  = АА^В^ВГ До­
кажите, что В В  = В1В 1.
267. На рис. 79 А А В С  =АВС В. Докажите, что А А О В = А В О С .

^  268 . Н а рис. 80 А А О В = А С О Е . Докажите, что А А В Е = А С В В .

Повторение перед изучением §11 

Теоретический материал
• равенство отрезков (~л\
• равенство углов
• существование и единственность 

перпендикуляра к прямой

Задачи
269. Известно, что А А В С = А М И К , А В  = ВС, И К  = М К . Докажите, 
что все стороны данных треугольников равны.
270. Точки С и Б  лежат по разные стороны от прямой АВ, причем 
АСАВ = А В А В , АСВА = А В В А . Среди треугольников, вершинами ко­
торых являются данные точки, назовите те, которые обязательно имеют 
две равные стороны. Ответ обоснуйте.

О п. 9.2
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Виды треугольников. 
Равнобедренный треугольник, 
его свойство и признак

в

Рис. 81. Треугольник АВС 
равнобедренный 
с основанием АС

11.1. Виды треугольников.
Равнобедренный треугольник

Треугольник, у которого все стороны разные, 
называется разносторонним. В задачах к предыду­
щим параграфам уже встречался треугольник с рав­
ными сторонами. Такие треугольники имеют ряд осо­
бенностей и заслуживают отдельного рассмотрения.
Определение____________________________________________

Треугольник называется равнобедренным, если у не­
го две стороны равны.

Две равные стороны равнобедренного тре­
угольника называются боковыми сторонами, 
а третья сторона — основанием1. На рис. 81 изо­
бражен равнобедренный треугольник АВС  с боко­
выми сторонами А В  и ВС и основанием АС.
Определение

Треугольник называется равносторонним, если у него 
все стороны равны.

Отметим, что равносторонний треугольник 
(рис. 82) также является равнобедренным, причем 
любые две его стороны можно считать боковыми.

Рис. 82. Равносторонний 
треугольник

11.2. Свойство углов равнобедренного 
треугольника

Докажем свойство равнобедренного тре­
угольника, связывающее равенство его сторон 
с равенством углов.
Теорема (свойство углов равнобедренного 
треугольника)

В равнобедренном треугольнике углы при основании равны.

1 Иногда в произвольном треугольнике одну из сторон так­
же называют основанием.
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Доказательство
□ Пусть дан равнобедренный треуголь­

ник АВС  с основанием АС. Докажем, что А А  = АС.
Проведем биссектрису угла В. Пусть она 

пересекает сторону АС в точке В  (рис. 83). Рас­
смотрим треугольники А В В  и СВВ. У них сто­
рона ВВ  общая, А В  = СВ как боковые стороны 
равнобедренного треугольника, ААВВ = АСВВ  
по определению биссектрисы угла. Значит, 
А А В В  = А С В В  по первому признаку равенства 
треугольников.

Отсюда следует равенство соответствующих 
углов этих треугольников, то есть А А  = АС, что 
и требовалось доказать. И

В

С

Рис. 83. Луч ВБ  — бис­
сектриса угла В

Следствие______________________________________
В равностороннем треугольнике все углы равны.

Задача 1)
Д<зкаЖИ‘___ге, чтс3 с2Редины сторс Н завнобедренг НОГО
треугольника яы 1ЯЮТСЯ В<зри. инам1•1 Дзугогс3 р<эвно-
бедр<;нногс ТРеуг'ОЛьника.

Решс;ние
И /сть АВС завнобед эенный греугольншк с сэсн___о-
ванием АС, точки 0, Е, г—г  — середины сторон АВ, ВС
и АС соответственнс (рис. 84). Докажем, что
треугольник 0 ЕР равнобедренный. Рассмотрим
треугольники ОИР и ЕСР У них А| | 0 = СЕ как поло-

\вины равныхI г | сторон /Ш и СВ, АР = СР1 (поскольку В /

\ /по условию гочка Р| | — серединег АС). А _ /с \
как углы П р 1а основа______1___ нии равнобедре*ннс го тре-
угольника АВС. Следовательно, ДО АР  = ДЕСТ  по1

А " Р С
первому пэизнаку равенства треугольник0 в. Тог-| Рис 84
да ОР = ЕР как соответст вующие сторон Ь1 равных
треугольнико В, то ес!гь треугс5ЛЬни к С>ЕР РС1ВН о-
бедренный.

91



Раздел II. Треугольники. Признаки равенства треугольников

а в

Рис. 85. К доказатель­
ству признака равнобед­
ренного треугольника

11.3. Признак равнобедренного 
треугольника

Из предыдущей теоремы следует, что в тре­
угольнике против равных сторон лежат равные 
углы. Но всегда ли стороны, противолежащие рав­
ным углам, должны быть равными? Ответим на 
этот вопрос следующей теоремой.
Теорема (признак равнобедренного треугольника)

Если в  треугольнике два угла равны, то он равнобедренный.

Доказательство
□ Пусть в треугольнике А ВС  А А  = А С . До­

кажем, что этот треугольник равнобедренный.
Через точку В  — середину стороны АС  — 

проведем прямую й, перпендикулярную А С . 
Пусть эта п рям ая пересекает луч А В  в точ­
ке В1 (рис. 85). Соединим точки С и В1 и рас­
смотрим треугольники А В ХВ  и СВХВ .  У них 
сторона ВХВ  общ ая, А А В В 1= А С В В 1 = 90° 
и А В  = СВ  по построению. Таким  образом, 
А А В 1В = А С В 1В  по первому признаку. Отсюда 
А В1=СВ1, А В 1А В  = А В 1С В . Поскольку по по­
строению точка Б, лежит на луче А В , угол Б, АО 
совпадает с углом А треугольника А ВС . Тогда 
по условию теоремы и по доказанному имеем: 
А Б хА В  = А В А В  = А В С В  = А В гС В . Таким обра­
зом, по аксиоме откладывания углов углы ВХСВ  
и ВС В  совпадают, то есть точка Бх лежит и на 
луче СВ. Поскольку лучи А В  и СВ имеют един­
ственную точку пересечения, точки В  и Бх сов­
падают, то есть А В  = СВ. Теорема доказана. ■ 
Следствие (признак равностороннего треугольника)

Если в треугольнике все углы равны, то он равносто­
ронний.

92



§11. Виды треугольников. Равнобедренный треугольник, его свойство и признак

Это утверждение иллюстрирует рис. 86. Из 
равенства углов А ,  В ,  С  следует, что треуголь­
ник А В С  равносторонний.

Отметим, что теперь мы имеем два пути до­
казательства того, что треугольник равнобедрен­
ный:
1) по определению равнобедренного треугольника 

(то есть путем доказательства равенства двух 
сторон);

2) по признаку равнобедренного треугольника 
(то есть путем доказательства равенства двух 
углов).

Рис. 86. К признаку 
равностороннего тре­
угольника

Задача \Л
На продолжении основания А С  равнобедренного трг-
угольника А В С  отмеченьI ТС>чки 0 и Е, причем АС = СЕ
(рис. 87). Докажи тс ■1ТО треугол эНИк Ш : Равно-

бедренньли. I >

Решение VРассмотрилг__ /\ т зеугольники 0 А В и ЕСВ . Vл___ них___1 А Ь ' / у V \= С Е  п о  услов!лю, АВ = СВ как боковые стороны рав-___К 1 1___1__  Ты___1_Ты___ / / ЛЛ
нобедренного треугольника АВС. По свойству углов / т 1 \
при основе1 НИИ равноб2Дренного т эеугольника А В С Е Е

В А С - Ж А , тогда / 0  А В = :СВ  как углы, рк . 37
смежные сл равными углами. Значит, ДОА В  - ДЕ СВ

по первому признаку равенства треугольников.

Завершить доказательство можно одним 
из двух способов.

1-й способ. Поскольку ДО А В  = А Е С
---- -----1----В, то ВО = В Е у-г сТаким образом, треугольник О ВЕ равнобедренный

1 1 1 1 г  по определению.

2-й способ. 1ТОСКО-Г1ЬЮ/  д ОА в = Д!ЕСВ , т о / 0 -  ^СС.
Таким образо \л, треугольник 0 В Е равнобе/:фе инь1Й

по признаку равнобедренного треу 1 1гольника.
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У

11.4. Прямая и обратная теоремы
Проанализируем две предыдущие теоремы 

о равнобедренном треугольнике, выделив в каж ­
дой из них условие и заключение. Свойство углов 
равнобедренного треугольника можно сформули­
ровать так: «Если треугольник равнобедренный, 
то в нем два угла (при основании) равны». Теперь 
становится очевидным, что условие первой тео­
ремы («треугольник равнобедренный») — это за­
ключение второй, а заключение первой теоремы 
(«в треугольнике два угла равны») — это условие 
второй теоремы. В таком случае вторая теорема 
является обратной первой (прямой).

Изобразим наглядно связь прямой и обрат­
ной теорем.

П Р Я М А Я  Т Е О Р Е М А О Б Р А Т Н А Я  Т Е О Р Е М А

Если А, то В Если В, то А

Теорема, обратная данной, не обязательно 
верна. Рассмотрим, например, теорему о верти­
кальных углах, сформулировав ее так: «Если два 
угла вертикальные, то ови равны». Понятно, что 
обратная теорема неверна: ведь если два угла рав­
ны, то они не обязательно вертикальные.

Немало подобных примеров можно при­
вести и из повседневной жизни. Например, если 
ученик является семиклассником, то он изучает 
геометрию. Обратное утверждение ошибочно: если 
ученик изучает геометрию, то он не обязательно 
семиклассник, ведь геометрию изучают и в стар­
ших классах. Попробуйте самостоятельно найти 
примеры прямых и обратных утверждений в дру­
гих науках, изучаемых в школе.

Таким образом, пользоваться утверждени­
ем, обратным доказанной теореме, можно лишь 
тогда, когда оно также доказано.
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вопросы и задачи

Устные упражнения
271. Является ли равнобедренным любой равносторонний треуголь­
ник? Является ли равносторонним любой равнобедренный тре­
угольник?
272. В треугольнике Б Е Е  Б Е  = Е Е . Назовите равные углы тре­
угольника.
273. В треугольнике К М И  Е М  = Е Й  • Назовите равные стороны 
треугольника.
274. В треугольнике А ВС  стороны, прилежащие к углу В, рав­
ны, и углы, прилежащие к стороне АВ , равны. Определите вид тре­
угольника.

Графические упражнения
275. Начертите угол В  и отложите на его сторонах равные отрезки ВА  
и ВС.

а) Соедините точки А и С. Является ли треугольник АВ С  равно­
бедренным? Почему?
б) Измерьте углы А  и С треугольника АВС. Сделайте вывод.

276. Начертите угол А ,  равный 60°, и проведите его биссектрису А Б .
а) Проведите через точку Б  прямую, перпендикулярную пря­
мой А Б ,  и отметьте точки В и С — точки пересечения по­
строенной прямой со сторонами угла А .
б) Измерьте стороны и углы треугольника А В С . Сделайте 
вывод.

Письменные упражнения 
Уровень А

277. Периметр равнобедренного треугольника равен 2,6 м. Найдите 
стороны треугольника, если его основание больше боковой стороны 
на 0,2 м.
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278. Периметр равнобедренного треугольника равен 20 см. Найдите:
а) основание треугольника, если его боковая сторона равна 7,5 см;
б) боковую сторону треугольника, если его основание равно 4 см;
в) стороны треугольника, если его боковая сторона относится 
к основанию как 3 : 4.

279. Если боковая сторона и угол, противолежащий основанию одного 
равнобедренного треугольника, соответственно равны боковой стороне 
и углу, противолежащему основанию другого равнобедренного треуголь­
ника, то такие треугольники равны. Докажите.
280. Если основание и угол, прилежащий к  основанию одного рав­
нобедренного треугольника, соответственно равны основанию и углу, 
прилежащему к основанию другого равнобедренного треугольника, 
то такие треугольники равны. Докажите.
281. По данным рис. 88 докажите, что треугольник АВС  равнобедрен­
ный, и назовите его боковые стороны.

^  282. По данным рис. 89 докажите, что треугольник АВС  равно­
бедренный, и назовите его основание.
283. Треугольники АЕШ и СБП равны (рис. 90). Докажите, что тре­
угольники АВС  и АОС равнобедренные.

284. В равнобедренном треугольнике АВС  точки Ал и Сх— се­
редины боковых сторон А В  и ВС соответственно. Докажите, что
а в а 1с1 =а в с 1а 1.

Уровень Б
285. Периметр равнобедренного треугольника равен 21 м. Найдите сто­
роны треугольника, если одна из них больше другой на 3 м. Сколько 
решений имеет задача?
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2 8 6 . Периметр равнобедренного треугольника АВС  равен 18 см, 
причем основание АС  меньше боковой стороны на 3 см. Найдите 
периметр равностороннего треугольника АВС.
287. В равнобедренном треугольнике углы, прилежащие к боковой сто­
роне, равны. Докажите, что данный треугольник равносторонний.
288 . Докажите, что середины сторон равностороннего треугольника 
являю тся вершинами другого равностороннего треугольника.

289. На рис. 91 А В  = ВС, СВ = В Е . Докажите, 
что А  ВАС = А  ВЕС-
290. Равнобедренные треугольники АВС  и АВС  
имеют общее основание АС  (см. рис. 90). Докажите 
равенство треугольников А В В  и СВВ.

4^ 291. Н а продолж ениях боковых сторон А В  
и СВ равнобедренного треугольника АВС  от­
ложены равные отрезки ВА1 и ВС1 (рис. 92).

а) Докажите равенство треугольников АС1В  и СА1В.
б) Докажите равенство треугольников АС,С и САХА .

292. На рис. 93 треугольник АВС  равнобедренный с основанием АС, 
точка В  — середина отрезка АС. Докажите, что треугольник АЕС  
равнобедренный.

^  293. На рис. 94 треугольник АВС  равнобедренный с основанием АС, 
А А В Е  = АС ВЕ. Докажите, что треугольник АВС  равнобедренный.

В
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Уровень В
294. Сформулируйте утверждение, обратное:

а) теореме о смежных углах;
б) теореме о двух прямых, параллельных третьей;
в) первому признаку равенства треугольников.
Какие из этих утверждений верны?

295. Проанализируйте доказательство признака равнобедренного 
треугольника (рис. 85). Почему прямая й не может быть параллельна:

а) каждой из прямых А В  и СВ;
б) одной из прямых А В  или СВ?

296. Равнобедренные треугольники АВС  и АБС  имеют общее осно­
вание АС  (точки В  и Б  лежат по разные стороны от прямой АС). 
Отрезки В В  и АС  пересекаются в точке К . Докажите, что точка К  — 
середина отрезка АС.
297. Равнобедренные треугольники АВС  и АБС  имеют общее ос­
нование АС  (точки В  и Б  лежат по одну сторону от прямой АС). 
Докажите, что прямые В Б  и АС  перпендикулярны.
298. На боковых сторонах А В  и ВС равнобедренного треугольни­
ка АВС  отложены равные отрезки ААг и ССХ соответственно. От­
резки АСг и СА1 пересекаются в точке О. Докажите, что треуголь­
ник АОС равнобедренный.
299. Треугольники АВС  и А В Б  равны. Докажите, что их общая 
сторона перпендикулярна прямой СБ.

Повторение перед изучением §12 
Теоретический материал

• середина отрезка
• биссектриса угла
• перпендикуляр к прямой

Задачи
300 . Дан угол АОВ. Из точки А  проведен перпендикуляр АО к пря­
мой ОБ. Лежит ли точка О между точками В  и Б , если данный угол 
острый; тупой?
301 . В треугольнике АВС А В  = ВС- Проведите из вершины В  отре­
зок, который делит данный треугольник на два равных треугольника. 
Какие свойства имеет этот отрезок? Приведите необходимые доказа­
тельства, выскажите предположения.

О  п. 2.2; 3.2
п.9.2
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Медиана, б и с с е к т р и с а  и высота 
треугольника. Свойства и признаки 
равнобедренного треугольника,
связанные с ними

12.1. Определение медианы, биссектрисы 
и высоты треугольника

Помимо сторон и углов, с треугольником 
связано несколько важных элементов, имеющих 
специальные названия.
Определение

Медианой треугольника называется отрезок, соеди­
няющий вершину треугольника с серединой противо­
лежащей стороны.

На рис. 95 отрезок В М  является медианой 
треугольника АВС. В любом треугольнике мож­
но провести три медианы — по одной из каждой 
вершины. Далее будет доказано, что все они пере­
секаются в одной точке (рис. 96)1.
Определение

Биссектрисой треугольника называется отрезок бис­
сектрисы угла треугольника, соединяющий вершину
этого угла с точкой на противолежащей стороне.

На рис. 97 отрезок ВВ — биссектриса тре­
угольника АВС. Обратим внимание на то, что, 
в отличие от биссектрисы угла, являющейся лу­
чом, биссектриса треугольника — отрезок. Оче­
видно, что любой треугольник имеет три биссек­
трисы (рис. 98). Все они также пересекаются в од­
ной точке (этот факт будет доказан далее).
Определение

Высотой треугольника называется перпендикуляр,
проведенный из вершины треугольника к прямой, ко­
торая содержит его противолежащую сторону.

В

С
Рис. 95. Отрезок ВМ  — ме­
диана треугольника АВС

Рис. 96. Три медианы тре­
угольника пересекаются 
в одной точке

В

Рис. 97. Отрезок ВЬ — 
биссектриса треуголь­
ника АВС

Рис. 98. Три биссектрисы 
треугольника пересекают­
ся в одной точке

Подчеркнем, что здесь и далее, приводя утверждения, ко­
торые будут доказаны позднее, мы не будем ссылаться на 
них до того момента, когда они будут доказаны.
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В

С

Рис. 99. Отрезок ВН — 
высота треугольника АВС

На рис. 99 отрезок В Н  — высота треуголь­
ника АВС.

По теореме о существовании и единствен­
ности перпендикуляра к прямой, из каждой вер­
шины треугольника можно провести только одну 
его высоту. Высоты треугольника не обязательно 
лежат внутри него. В отличие от медиан и биссек­
трис, некоторые из высот могут совпадать со сторо­
нами или проходить вне треугольника (рис. 100).

Высоты треугольника (или их продолжения) 
пересекаются в одной точке (это утверждение до­
кажем позднее).

В

внутри треугольника
Две высоты совпадают со 
сторонами треугольника

Две высоты лежат 
вне треугольника

Рис. 100. Расположение высот в треугольнике АВС

12.2. Свойство медианы, биссектрисы и высоты 
равнобедренного треугольника

теорема (свойство медианы, биссектрисы и высоты равнобедренного 
треугольника)

В равнобедренном треугольнике медиана, биссектриса и высота, проведенные
к основанию, совпадают.

Доказательство
□ Доказательство данной теоремы состоит из трех частей.
1) Пусть В В  — медиана равнобедренного треугольника АВ С , про­

веденная к основанию АС (рис. 101, а). Докажем, что В Б  является также 
биссектрисой и высотой треугольника АВС.

Рассмотрим треугольники А В В  и СВВ. У  них А В  = СВ по опреде­
лению равнобедренного треугольника, А А  = АС  как углы при основании
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равнобедренного треугольника, А Б = СО) по опре­
делению медианы. Следовательно, Д  АБО) = Д  СББ 
по первому признаку равенства треугольников. 
Из этого вытекает, что Д А Б Б  = Д С Б Б , то есть 
БО> — биссектриса треугольника АБС.

Кроме того, АА1)В = АС Б В , а поскольку 
эти углы смежные, то оба они прямые. Значит, 
Б Б  — высота треугольника АВС- Таким образом, 
отрезок Б Б  — медиана треугольника АБС, про­
веденная к основанию,— является также биссек­
трисой и высотой треугольника.

2) Пусть теперь Б Б  — биссектриса равнобе­
дренного треугольника АБС, проведенная к осно­
ванию АС (рис. 101, б). Аналогично предыдущему 
случаю можно доказать, что Б Б  является также 
медианой и высотой треугольника АВС. Действи­
тельно, в этом случае Д  А ББ = Д  СББ по второму 
признаку (ДА  = ДС, АБ = СБ, Д А Б Б  = ДСББ). 
Отсюда А Б = СБ, то есть Б Б  — медиана тре­
угольника, и Д А Б Б  = Д С ББ = 90°, то есть Б Б  — 
высота треугольника.

3) Пусть Б Б  — высота треугольника АБС. 
Докажем от противного, что Б Б  является медиа­
ной и биссектрисой данного треугольника. Пусть 
существуют медиана ББ, и биссектриса Б Б 2, не 
совпадающие с Б Б . Тогда по доказанному вы­
ше отрезки Б Б Х и Б Б 2 также являются высо­
тами треугольника. Таким образом, из точки В 
к прямой АС проведены три разных перпендику­
ляра, что противоречит теореме о существовании 
и единственности перпендикуляра к прямой. Из 
этого противоречия следует, что отрезки ББ, ББ, 
и Б Б 2 совпадают, то есть Б Б  — медиана и биссек­
триса данного треугольника.

Итак, в равнобедренном треугольнике меди­
ана, биссектриса и высота, проведенные к основа­
нию, совпадают.

Теорема доказана. ■

Б

б

Рис. 101. Отрезок ВБ — 
медиана, биссектриса 
и высота равнобедренно­
го треугольника АВС
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Следствие
В равностороннем треугольнике медиана, биссектриса и высота, проведенные
из одной вершины, совпадают.

Теорема, обратная данной, также верна: если в треугольнике медиана, 
биссектриса и высота, проведенные из одной вершины, совпадают, то такой 
треугольник равнобедренный (докажите это утверждение самостоятельно).

На практике для решения задач вместо доказанной теоремы часто ис­
пользуют утверждение о совпадении лишь двух из трех указанных отрезков:

1) если в треугольнике медиана и высота, проведенные из одной вер­
шины, совпадают, то такой треугольник равнобедренный;

2) если в треугольнике биссектриса и высота, проведенные из одной 
вершины, совпадают, то такой треугольник равнобедренный;

3) если в треугольнике медиана и биссектриса, проведенные из одной
вершины, совпадают, то такой треугольник равнобедренный. 
Первые два утверждения докажите самостоятельно. Третье утверж­

дение мы рассмотрим в и. 12.3. п

Зад
—
ачс
2ДР

П
Докешите раЕиен:тво равноб< еннных >еу■ОЛьни козУо
углу прот 1 1 Г 1  1иволежащему основанию, \и медиане, прове
денной к основаниио.13 Ргш<гние
гГусгь А В С и /1А с,

1 1 1 данные равно(5едреинньге тре
уГОЛЬН! 1/1КИ С госновани.*1ями А С и А С /А В С /И в ,с , .
ВМ и В М _ - медианы этих треугол 1эНИКОз, I ч причем/ \
ВМ = В М , (ри1с. 102). Докажем, что 1\А В С  = 1\А,13,С,.

А М С Рассмотрим треугольники А В /Л и А В ,М ,. По 1 Iусловиео
ВМ = В .М .. Поскольку по своиству медианы, биссек-

131 Трис ы и высоты равнобедренного I 1 1 1 треугольника ВМ
и в ,м , являются таиеже биссе ктрисами равных углов А В С
и А,13 С 

обе
, то /А В /И = ^ , 8 Д ;

ПЛЛотрезки ВМ и В.М . — вьк:от э1
равн >дренныхтреугсльников, ипоэтому /А ВМ =  А  А ,Вд

знс
г

г 90°. Таким образом, 2’Ш М  = й А ,В ,М , по второму при 1-
Л Л Сг К у равенства треугольни ков, откуда А В = ИД, тс>гда и ВС г

=В,СГ Значит, треугольники А ВС  и А,В,С , равны по пер вс)-
РиС. К)2 му признаку равенства треугольников.
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12.3*. дополнительные построения в геометрических 
задачах. Метод удвоения медианы1

Для решения некоторых геометрических задач необходимо прово­
дить дополнительные построения, то есть достраивать отрезки и углы, не 
упомянутые в условии задачи. Это нужно для получения вспомогательных 
фигур, рассмотрение которых позволяет найти или доказать требуемое. Су­
ществуют определенные виды дополнительных построений, применяемые 
чаще других. Один из них мы рассмотрим в следующей задаче.

Задача Т
Если в треугслыник I-  г  , е медиана л бисс:ек!гриса, про- V

веденжьсе из одной I 1 1 1 1 1вершины, совпадаюг ^  т, то т „ гакои
ТРеуг 1ольникравноб<гдреннныи. /Iокажите.

Ргшсгние
П'|ГСТь В0 — л̂е;1иана и биссектринса даНН(эго ТРе-

1 | , 1  угольника А В С  (рис. 103)• Д Гокажем, чте 1треу ГОЛь-
ник А В С  равнобедренный.

3
\На луче ВО  от точки 0  с тлезжим этрезс к рав- _л

ный 60 (то есть удвоим л/недианну ВО)

с 'АРассмот зим треугояьники В О С  и В Р А . Ун их АО г(:о1 1 1 по опредег ению медианыс, В 0  = В р  пэ построению, ! \
д ВО С = Д В. 0А как вертикальные. Таким образом, 1 \
д вое--■д В ,0А ю первому признаку зав 1енетве тре- А В с

У ОЛЬ>ников. Отскэда следует, что 6̂3 Д 2 и А В Г - \
= СВ. Рассмотрим теперь треугольни вА В Г С уче- \3
том того, что В ) — биссектр1/юа У ла А В С , име-
ем 6̂ 1 = Д 2, тогда 2̂ 1 - Д 3. Пс при:жаку В 1
равнсэбедрс’ННО ГСз треугоз1ЬНикс__ т эеугольник ВАВ,

равнобедренный с основанием ВВ.. Отсюда А В 1 = АВ, Ри:. 1С3
а поскольку по доказанному А В 1 - СВ, то \В = СВ.

Таким образом, треугольник А1К завно(Зед эенжы:й,
что и требовалось доказать.

1 Здесь и далее звездочкой обозначен теоретический мате­
риал, изучение которого не является обязательным.

 ̂I ,
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Проанализируем решение этой задачи. Отображение всех данных ус­
ловия на рисунке не выявило набора элементов, позволяющих сразу начать 
доказательство. Это обусловило необходимость дополнительного построения, 
благодаря которому образовался вспомогательный треугольник БХБА. До­
казав его равенство с треугольником ББС, мы получили дополнительные 
равенства отрезков и углов и решили задачу.

Дополнительное построение состояло в удвоении отрезка Б Б . Такое 
построение используется чаще всего именно для медиан треугольников, по­
этому основанный на нем метод доказательства называют методом удвоения 
медианы.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
302 . В треугольнике ВЕР  проведен отрезок ЕА  
(рис. 104). Определите, является ли этот отрезок 
медианой, биссектрисой или высотой данного тре­
угольника, если:

а) БА = РА;
б) А БА Б = А  РАЕ;
в) А В Е А  = АРЕА;
г) Б Б  = ББ  и БА = АР.

Е

Рис. 104

303. Может ли лежать внутри треугольника только одна из трех его 
высот; только две из трех его высот?
304 . Может ли медиана треугольника совпадать с его высотой, но не 
совпадать с биссектрисой, проведенной из той же вершины?

305. В треугольнике АБС отрезок А Б — медиана, биссектриса и вы­
сота. Назовите равные стороны треугольника.

306 . В треугольнике АБС А  А  = АС. Биссектриса какого из углов тре­
угольника совпадает с медианой и высотой?
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307. В равнобедренном, но не равностороннем треугольнике прове­
дены все медианы, биссектрисы и высоты. Сколько разных отрезков 
проведено? Как изменится ответ, если данный треугольник равно­
сторонний?

Графические упражнения

Начертите неравнобедренный треугольник АВС-
а) Отметьте точку М  — середину стороны ВС- Проведите отре­
зок АМ - Как он называется?
б) Проведите биссектрису угла В  и отметьте точку В ее пересече­
ния со стороной АС. Как называется отрезок ВЫ
в) Проведите из точки С перпендикуляр СН  к прямой АВ. Как 
называется построенный отрезок в треугольнике АВС ?

Начертите равнобедренный треугольник АВС  с основани­
ем АС  и тупым углом В.

а) Проведите высоту АТ). Лежит ли точка Б  на отрезке ВС?
б) Проведите медиану ВМ - Равны ли углы А В М  и С ВМ ? 
Почему?

Письменные упражнения 

Уровень А
310. В равнобедренном треугольнике АВС  отрезок ВВ — медиана, 
проведенная к основанию. Найдите периметр треугольника АВС, если 
Раавв= 1 2 ш , В Б  = 4 см.

311. В равнобедренном треугольнике АВС  отрезок ВВ — медиана, 
проведенная к основанию. Найдите периметр треугольника ВБС, 
если РААВС = 18 см, ВВ = 5 см.
312. В треугольнике АВС А А  = АС, ВВ — биссектриса треугольника. 
Докажите, что ЛВ = СВ.

^  313. В треугольнике АВС  отрезок СВ является медианой и высо­
той. Докажите, что А А  = А  В.

308 .

^  309.
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314. На высоте М Р  равнобедренного треугольника К М И  с основани­
ем К И  отмечена точка О (рис. 105). Докажите, что треугольник КОЫ 
равнобедренный.

^  315. В равнобедренном треугольнике КОИ  с основанием К И  на 
продолжении биссектрисы ОР отмечена точка М  (рис. 105). Дока­
жите, что треугольник К М И  равнобедренный.
316. Докажите, что медианы равных треугольников, проведенные 
к соответственно равным сторонам, равны.
317. Докажите, что биссектрисы равных треугольников, проведен­
ные из вершин соответственно равных углов, равны.

Уровень Б
318. В равнобедренном треугольнике АВС  отрезок В Б  — биссектриса, 
проведенная к основанию. Найдите ее длину, если периметр треуголь­
ника АВС  равен 28 см, а периметр треугольника АЛЛ равен 20 см.
319. Докажите, что треугольник, в котором медиана делит пери­
метр пополам, является равнобедренным.
320. Докажите, что в равнобедренном треугольнике медианы, прове­
денные к боковым сторонам, равны.
321. Докажите, что в равнобедренном треугольнике биссектрисы, 
проведенные из вершин при основании, равны.
322. Треугольники АВС  и ЛВС равны (рис. 106). Докажите, что точка 
пересечения отрезков АЛ и ВС делит отрезок АЛ пополам.
323. Перпендикулярные отрезки АЛ и ВС пересекаются в точ­
ке О, причем ААВС = АЛВС (рис. 106). Докажите, что треуголь­
ник АСЛ равнобедренный.

М

К  Р N

Рис. 105

В

Рис. 106
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324. Докажите равенство равнобедренных треугольников по основанию 
и проведенной к нему медиане.
325. Докажите равенство равнобедренных треугольников по углу, 
лежащему против основания, и высоте, проведенной из вершины 
этого угла.

Уровень В
326. Докажите равенство треугольников по стороне, прилежащему 
углу и биссектрисе, проведенной из вершины этого угла.
327. Докажите равенство треугольников по стороне, медиане, про­
веденной к этой стороне, и углу между ними.
328. Докажите равенство треугольников по медиане и двум углам, на 
которые она делит угол треугольника.
329. Докажите равенство треугольников по углу, биссектрисе, про­
веденной из вершины этого угла, и углу, который она образует 
с противолежащей стороной.

Повторение перед изучением §13 

Теоретический материал
• равенство треугольников
• равнобедренный треугольник

Задачи
330. Даны треугольники АВС  и в которых А В  = А 1В1,
ВС = В1С1, А А  = А А Х, А В  = А В 1. Какое из четырех данных условий 
можно исключить, чтобы оставшихся условий было достаточно для до­
казательства равенства треугольников по первому признаку; по второму 
признаку?
331. Треугольники АВС  и АВХС имеют общую сторону АС, при­
чем точки В и Б, лежат по разные стороны от прямой АС, А ВАС = 
= А В гАС. Назовите дополнительное условие, необходимое для доказа­
тельства равенства треугольников. Приведите все возможные ответы.

С  П . 7.2; § 11 
V  У
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Т р е т и й  п р и з н а к  р а в е н с т в а  

т р е у г о л ь н и к о в  и  е г о  п р и м е н е н и е

13.1. Третий признак равенства 
треугольников

Применим свойства равнобедренного тре­
угольника для доказательства третьего признака 
равенства треугольников.

С

а

С

С, в

Рис. 107. Прикладывание 
треугольника А1В1С1 
к треугольнику АВС

Теорема (третий  признак равенства треуголь­
ников — по трем сторонам)

Если три стороны одного треугольника соответственно 
равны трем сторонам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Доказательство
□ Пусть даны треугольники АВС  и А ^ С р  

у которых А В  = А 1В1, ВС = В1С1, АС = А 1С1. До­
кажем, что А А В С  = А А 1В1С1-

Приложим треугольник А1Б1С1 к треуголь­
нику АВС  так, чтобы вершина А^ совместилась 
с вершиной А, вершина Бх — с вершиной Д 
а точки С и Сх лежали по разные стороны от пря­
мой АВ. Возможны три случая:

1) луч СС1 проходит внутри угла АСВ  
(рис. 107, а);

2) луч ССХ проходит вне угла АСВ  (рис. 107, б);
3) луч СС1 совпадает с одной из сторон угла АСВ  

(рис. 107, в).
Рассмотрим случаи 1 и 2. Поскольку по усло­

вию теоремы АС = АЛС1 и ВС = ВХСХ, то треуголь­
ники АССг и ВСС1 равнобедренные с основани­
ем СС1. По свойству равнобедренного треугольни­
ка А1 = А 2 , ДЗ = Д 4. Тогда АА С В  = ААС гВ  как 
суммы (или разности) равных углов. Таким образом, 
А А В С  = Д А 1Б1С1 по первому признаку равенства

108



§13. Третий признак равенства треугольников и его применение

треугольников. В случае 3 равенство углов С и Сх 
следует из свойства равнобедренного треугольни­
ка с основанием ССХ, а дальнейшее доказательство 
аналогично предыдущему. Теорема доказана. Ш

Обобщая признаки равенства треугольников, 
можно увидеть, что во всех трех признаках равен­
ство треугольников следует из равенства трех пар 
соответствующих элементов. И это не случайно: 
как правило, треугольник можно задать (постро­
ить) именно по трем элементам, но не произволь­
ным, а определяющим единственный треугольник. 
Например, треугольник однозначно определяется 
длинами трех его сторон (это следует из только что 
доказанного третьего признака). Однако, например, 
градусные меры трех углов не задают треугольник 
однозначно. Попробуйте самостоятельно построить 
соответствующий контрпример — два неравных 
треугольника с соответственно равными углами.

Задача ( /
Д<экаЖ1/П■ер>ав<'Нство треугольни КОЕ3 по двула с горо-
нам л мед1—лай е, проведенной к одНОи и НЕ/IX.

Решение В
П'/стЭ А ВС и / с г

"1 1 I -  данные треугол ьниКИ С Л\еди-
ПАЛанами Вт /1 В,М , со

1 тответственно, гшичем А В = А А ,
А С  = / , с

1 1
т

ВМ в д (рис. 108). Р ассгло Гтрим
сначалс реуго льг гники А В М и А ,в ,/Иг В них А М С

А В  = А В, и ВМ -- В ,М , по уел ОВР ю, а АМ А А
как половины Аравных 1сторон А С и А,С

П
V  ТО $1

Iесть А А В М = А а ^ М по тр«2ТЬему при1зна- 1
ку. 0 тсьода, в чс 1 [1СТНОСТИ, следует, ЧТО АА - л , . /
Тогда А А В С / ^ А С , по первому — 1—  приз тнаку
(АВ = А , в ,. А С - \ с по у<:лс ВИЕо, А а г а а

— I- 
0  до- А м 1 С ,

казанно/лу) Рис .  138
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13.2*. Свойства и признаки
Проанализируем признаки равенства треугольников. Все эти утверж­

дения одинаковы по структуре: если треугольники имеют некоторую особен­
ность, то они равны. Эта особенность (равенство трех пар соответствующих 
элементов) и составляет признак равенства треугольников. Нетрудно дога­
даться по аналогии, что, скажем, признак параллельности прямых может 
выглядеть так: «Если две прямые имеют определенную особенность, то они 
параллельны» (вспомните, рассматривались ли ранее похожие утверждения).

Во многих геометрических утверждениях мы получаем новые особен­
ности фигур с помощью уже известных: например, если два угла вертикаль­
ные, то они равны. В этом случае равенство является свойством вертикальных 
углов. По аналогии, свойство смежных углов будет иметь следующий вид: «Ес­
ли два угла смежные, то они имеют определенную особенность». Нетрудно дога­
даться, какое из изученных утверждений является свойством смежных углов.

Отметим еще один интересный факт. Если нам дан равнобедренный 
треугольник, то равенство двух его углов — свойство равнобедренного 
треугольника. Если же из условия равенства двух углов некоторого тре­
угольника мы делаем заключение, что этот треугольник равнобедренный, 
то равенство этих углов — признак равнобедренного треугольника. Таким 
образом, одна и та же особенность фигуры в зависимости от условия за­
дачи может рассматриваться либо как свойство, либо как признак.

Приведем примеры свойств и признаков, не 
связанные с геометрией. Наличие длинной шеи яв­
ляется свойством жирафа (если животное — жи­
раф, то оно имеет длинную шею). Но длинную шею 
имеют также и страусы, то есть не любое животное 
с длинной шеей — жираф. Таким образом, наличие 
длинной шеи не является признаком жирафа. Дру­
гой пример: повышение температуры — признак 
болезни (ведь если у человека высокая температура, 
то он болен), но повышение температуры не свойство 
болезни (ведь многие болезни не сопровождают­
ся повышением температуры). И наконец, пример 
из арифметики: последняя цифра 0 — и свойство, 
и признак чисел, которые делятся на 10.

Попробуйте привести собственные примеры 
свойств и признаков, изучаемых в школе.
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вопросы и задачи

Устные упражнения
332. В треугольниках АВС  и А 1В1С1 АС = А1С1 и ВС = В1С1. Какое 
равенство необходимо добавить к условию, чтобы равенство данных тре­
угольников можно было доказать по третьему признаку?
333. Три стороны одного треугольника соответственно равны трем сто­
ронам другого треугольника. Равны ли углы между соответственно рав­
ными сторонами этих треугольников? Почему?
334. Верно ли, что два равносторонних треугольника равны, если они 
имеют одинаковые периметры?
335. Верно ли, что два произвольных треугольника равны, если они 
имеют одинаковые периметры? Является ли верным обратное утверж­
дение?

Графические упражнения
336. Начертите равнобедренные треугольники АВС  и АВС  с общим 
основанием АС.

а) Соедините точки В  и В . Выделите цветом равные треугольники, 
равенство которых можно доказать по третьему признаку.
б) Назовите углы, биссектрисы которых лежат на прямой ВВ. 
Начертите равные треугольники АВС  и А1В1С1.
а) Проведите медианы В М  и В1М1.
б) Выделите цветом пары равных треугольников, образовавших­
ся на рисунке. Можно ли доказать их равенство по первому при­
знаку; по второму признаку; по третьему признаку?

Письменные упражнения 

Уровень А
338. На рис. 109 А В  = СВ, ВС = А В . Докажите равенство треуголь­
ников А В В  и СВ В.

^  339. На рис. 110 А В  = СВ, А В  = СВ. Докажите равенство треугольни­
ков А В В и СВВ.
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340. Если основание и боковая сторона одного равнобедренного тре­
угольника соответственно равны основанию и боковой стороне другого 
равнобедренного треугольника, то такие треугольники равны. Докажите.
341. Если две стороны и периметр одного треугольника соответ­
ственно равны двум сторонам и периметру другого треугольника, 
то такие треугольники равны. Докажите.
342. На рис. 111 А А В С = А С В А . Докажите, что А А В В  = А С В В .

Уровень Б
343. Равнобедренные треугольники А ВС  и А В С  имеют общее ос­
нование АС  и лежат по одну сторону от прямой А С . Докажите, что 
А А В В = А С В В  .
344 . На рис. 112 А В  = С В , АС = В В .  Докажите равенство треуголь­
ников А В В и ВС А .

^  345 . На рис. 113 А В  = С В , В Р  = С Е , А Е  = Р В . Докажите, что тре­
угольник ЕО Р  равнобедренный.
346 . На рис. 112 А А О В = А В О С . Докажите равенство треугольни­
ков А ВС  и В С В . С помощью каких признаков равенства треугольников 
его можно обосновать?

^  347. Отрезки А В  и СВ  пересекаются в точке О, которая является 
серединой каждого из них. Докажите равенство треугольников АВС  
и В А В .
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Уровень В
348 . Точки А , В, С и ! )  лежат на одной пря­
мой, причем АЕХ = А Е 2, ВЕг = ВЕ2 (рис. 114). 
Докажите, что треугольники СВЕ{ и СВЕг 
равны.
349. Точки А , В, С и  В  леж ат на од­
ной прямой, причем А Е 1 = АЕ2, СЕ1 =СЕ2 
(см. рис. 114). Докажите, что треугольни­
ки ВВЕХ и ВВЕ2 равны.
350. Докажите равенство треугольников по 
двум сторонам и медиане, проведенным из 
одной вершины.
351. Докажите равенство равнобедренных 
треугольников по боковой стороне и про­
веденной к ней медиане.

Онлайн-тренировка для подготовки к контрольной работе № 2

Задачи для подготовки к контрольной работе № 2
1. Периметр равнобедренного треугольника равен 105 см, а боковая 
сторона относится к основанию как 7 : 3 .  Найдите стороны этого тре­
угольника.
2 . Отрезки АВ и СВ пересекаются в точке О, причем АО = ВО, 
СО = ВО (рис. 115).

а) Докажите равенство треугольников АОС и ВОВ.
б) Найдите периметр треугольника АОС, если АС = 4 см, 
СВ = 8 см.

Рис. 114
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3. Из концов отрезка АВ, пересекающего прямую а в точ­
ке О, проведены к этой прямой перпендикуляры АС  и В Б , причем 
СО = ВО  (рис. 116). Докажите, что точки А  и В  находятся на одина­
ковом расстоянии от прямой а.
4 . Треугольник АО В  равнобедренный с основанием АВ, АС = ВВ  
(рис. 117). Докажите, что треугольник СОВ также равнобедренный.
5. Докажите равенство равнобедренных треугольников по основанию 
и периметру.

6. В треугольнике АВС  высота В Н  делит сторону АС  пополам. 
Биссектриса А В  треугольника равна 15 см. Найдите длину биссектри­
сы СЕ этого треугольника.

Повторение перед изучением §14 
Теоретический материал

• теорема о двух прямых, 
перпендикулярных третьей

• параллельные прямые
Задачи

352. Определите, какие из приведенных утверждений верны:
а) две прямые, перпендикулярные третьей, перпендикулярны;
б) две прямые, параллельные третьей, параллельны;
в) через любую точку плоскости можно провести прямую, парал­
лельную данной;
г) через любую точку плоскости можно провести не больше одной 
прямой, параллельной данной.

353. Через точку С, не принадлежащую ни одной из прямых а и Ъ, про­
ведена прямая с. Определите взаимное расположение прямых Ь и с, если:

а) а\\Ь, с ||а ; б) а ± Ь , с 1 а .
Изменятся ли ответы, если точка С лежит на прямой Ы
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_ 1  .  Углы, образованные при пере- 
э  сечении двух прямых секущей. 

Признаки параллельности прямых
14.1. Углы, образованные при пересе­

чении двух прямых третьей
Пусть прямая с пересекает прямые а и Ь 

в двух разных точках (рис. 118). В таком случае 
говорят, что прямая с является секущей прямых а 
и Ь. В результате такого пересечения двух прямых 
третьей образуются пары неразвернутых углов, 
имеющих специальные названия:

• внутренние накрест лежащие углы лежат меж­
ду прямыми а и & по разные стороны от секущей: 3 
и 6, 4 и 5;

• внутренние односторонние углы лежат между 
прямыми а и Ь по одну сторону от секущей: 3 и 5, 4 и 6;

• соответственные углы лежат по одну сторону от 
секущей, причем сторона одного из них является частью 
стороны другого: 1 и 5, 3 и 7, 2 и 6, 4 и 8.

Рис. 118. Прямая с пере­
секает прямые а и &

14.2.Признаки параллельности прямых
Вы уже изучили две теоремы, которые ут­

верждают, что две прямые параллельны:
1) если две прямые параллельны третьей, то 
они параллельны;
2) если две прямые перпендикулярны тре­
тьей, то они параллельны.
Докажем еще несколько признаков парал­

лельности прямых.

Теорема (признак параллельности двух прямых, 
которые пересекаются секущей)

Если при пересечении двух прямых секущей внутрен­
ние накрест лежащие углы равны, то прямые парал­
лельны.
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Доказательство

Рис. 119. /А. = / .г ,  
тогда а || &

□ Пусть прямая с пересекает прямые а и Ь 
в точках А и Б соответственно, причем А 1 = А 2 
(рис. 119). Докажем, что а||&.

Если углы 1 и 2 прямые, то а 1  с и Ь А. с. 
Тогда а\\Ъ по теореме о двух прямых, перпенди­
кулярных третьей.

Рассмотрим случай, когда углы 1 и 2 не 
прямые. Проведем из точки О — середины отрез­
ка АВ  — перпендикуляр ОНг к прямой а. Пусть 
Н 2 — точка пересечения прямых ОНх и Ь.

Рассмотрим треугольники ОАН1 и ОВН2. 
У них А1 = А2 по условию, АЗ = А4 как вер­
тикальные и АО = ВО по построению. Итак, 
А О А Н 1 = А О В Н 2 по второму признаку равенства 
треугольников. Отсюда АО Н 1А  = А О Н 2В = 90° то 
есть прямая Н ]Н 2 перпендикулярна прямым а и Ь. 
Тогда а || 6 по теореме о двух прямых, перпенди­
кулярных третьей. Теорема доказана. Ш

Для доказательства параллельности прямых 
можно использовать не только внутренние накрест 
лежащие углы, но и другие пары образовавшихся 
углов.

РЫС. 120. + ^3 =
= 180°, тогда а || Ь

Следствие 1

Если при пересечении двух прямых секущей сумма 
внутренних односторонних углов равна 180°, то пря­
мые параллельны.

Действительно, если А 2 + А З  = 180°(рис. 120) 
и по теореме о смежных углах А1 +А З = 180°, то 
А1 = А2 = 1 8 0 °-А 3 . Тогда по доказанной теоре­
ме а || Ъ.
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Следствие 2

Если при пересечении двух прямых секущей соответ­
ственные углы равны, то прямые параллельны.

Действительно, если ^ 1  = ^ 3  (рис. 121), 
а ^ 2  = ^ 3  как вертикальные, то А \  = А 2. Тогда 
по доказанной теореме а || Ъ.

Следствия 1 и 2 можно объединить с дока­
занной теоремой в одно утверждение, выража­
ющее признаки параллельности прямых.

Если при пересечении двух прямых секущей 
выполняется хотя бы одно из условий:

1) внутренние накрест лежащие углы равны;
2) сумма внут ренних односторонних углов 

равна  180°;
3) соответственные углы равны, 

то данные прямые параллельны.
Если выполняется одно из трех приведенных 

условий, то выполняются и два других (докажите 
это самостоятельно).

Рис. 121. Щ1 = ЩЗ, 
тогда а || &

Задача \ \
Нс рЛ С . 122 АВ___1___1___ В С, АС _ бис:се стриса УГла ВА 0.
ДсэкаЖИ1■е, что ВС7 А й

Решение
ТТ(эусЛОвинэ заДСЬ1И Треугольник АВСра внебе/феннь1Й

Г> п
с___ОСИ___ ованием А С  Г| о с воист ву углов равне(бедрен- /

>
'з \

ного треугсХПЬника * =___ Вместе с тем 7̂1 д-2. / \
так как АС - биссе стриса Угла В А й . Отою;___1___Ю, / 2___ ^2 \“ ^3 Уг___71Ы 2 и 3 внутренние нс крест лежащие; при А I
прямых А й и ВС и секущей АС. ТТоскольку эти углы Ры:. 122
равн>Л, то по жзнаку1 параллельнОС1ги пр*шьIX
А й  II ВС, 41___1___го___ -1 требовалось доказать.
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Рис. 123. Прямая СП 
проходит через точку С 
и параллельна пря­
мой АВ

14.3. О существовании прямой, 
параллельной данной

Доказанные признаки параллельности пря­
мых позволяют подробнее проанализировать фор­
мулировку аксиомы параллельных прямых (ак­
сиомы Евклида, и. 4.1). В этой аксиоме утверж­
далась единственность прямой, проходящей через 
данную точку и параллельной данной прямой, но 
не утверждалось ее существование.

На основании признака параллельности пря­
мых существование такой прямой можно доказать.

Пусть даны прямая АВ и точка С, не принад­
лежащая этой прямой (рис. 123). Проведем пря­
мую АС. От луча СА отложим угол АСВ, равный 
углу САВ, так, как показано на рисунке. Тогда 
углы АС-0 и САВ — внутренние накрест леж а­
щие при прямых АВ  и СВ и секущей АС. По до­
казанному признаку АВЦС.О, то есть существует 
прямая, проходящая через точку С параллельно 
прямой АВ.

Таким образом, мы можем объединить дока­
занный факт с аксиомой параллельных прямых 
в следующей теореме.

Теорема (о существовании и единственности 
прямой, параллельной данной)

Через точку, не лежащую на данной прямой, можно 
провести прямую, параллельную данной, и притом 
только одну.

Вообще, аксиома Евклида и связанные с ней 
утверждения были предметом особого внимания 
ученых на протяжении многих веков. В начале 
позапрошлого столетия выдающийся русский ма­
тематик Николай Иванович Лобачевский создал 
неевклидову геометрию, в которой аксиома парал­
лельных прямых не выполняется.
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вопросы и задачи

Устные упражнения
354 . На рис. 124 укажите угол, который вместе 
с углом 4 составляет:

а) пару внутренних накрест лежащих углов;
б) пару внутренних односторонних углов;
в) пару соответственных углов.

355. По рис. 124 определите, будут ли прямые а
и Ь параллельными, если:

а) А З = А6; г) ^ 2  = ^ 6 ;
б) А 5 = А8; д) ^ 3  + ̂ 5  = 180°
в) А1 = А7; е) ^ 2  + ̂ 4  = 180°.

356. По рис. 124 определите, при каких значениях п будет верным 
утверждение:

а) если А §  = А п , то а\\Ь;
б) если ^ 6  + ̂ я  = 180°, то а\\Ь.

357. Определите, какие из следующих утверждений верны:
а) если при пересечении двух прямых секущей образуются во­
семь равных углов, то прямые параллельны;
б) если при пересечении двух прямых секущей образуются че­
тыре равных угла, то прямые параллельны;
в) сумма двух углов треугольника может быть равна 180°.

Графические упражнения
358. Начертите прямые а и Ь и проведите секущую с.

а) Выделите на рисунке одну пару внутренних накрест лежащих 
углов красным цветом, а другую пару — синим.
б) Выделите углы, соответственные с «красными» углами, крас­
ным цветом, а углы, соответственные с «синими» углами, синим 
цветом.

359. Начертите угол АВС, равный 60°.
а) От луча АВ  отложите угол БАВ, равный 120°, так, чтобы 
точки С и В лежали по одну сторону от прямой АВ.
б) Параллельны ли прямые А Б  и ВС? Почему?
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Письменные упражнения 

Уровень А
360 . Дан треугольник АВС. Прямая I пересекает сторону АВ  в точ­
ке .0, а сторону ВС — в точке Е. Назовите внутренние накрест ле­
жащие, внутренние односторонние и соответственные углы при пря­
мых АВ  и ВС и секущей НЕ.
361. По данным рис. 125, а-в  докажите, что а\\Ь.

*____/ _607
ь /б0°

а

Рис. 125

^  362 . По рис. 124 определите, параллельны ли прямые а и Ь, если:
а) ^ 4  = 125°, ^ 5  = 125°;
б) ^ 5  = 115°, А 3 = 65°;
в) А 3 = 65°, А 7 = 65°.

363. На рис. 126 А А В Б  = АС В В. Докажите, что АВ\\ВС .
364 . На рис. 127 ААО В = АСОВ. Докажите, что АВ\\С В.

Уровень Б
365. Прямые а и Ь пересекают прямую с под равными углами. Обяза­
тельно ли а\\Ъ?
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366 . По данным рис. 128, а-в  докажите, что а\\Ь.

^  367. По рис. 124 определите, параллельны 
ли прямые а и Ь, если:

а) В5 = 135°, а угол 4 втрое больше, 
чем угол 3;
б) А2=72°, а В 6 : В 8  = 2:3.

368 . Отрезки АВ  и СВ пересекаются в точке, 
которая является их общей серединой. Дока­
жите, что АС \\ВБ .
369. На рис. 129 А В  = ВС, СВ = В Е . Дока­
жите, что прямые АВ  и БЕ  параллельны.

^  370. Известно, что ААВС = АС БА. Назови­
те параллельные стороны этих треугольни­
ков и докажите их параллельность.
371. В треугольнике АВС  проведена биссек­
триса ВЬ. На стороне ВС отмечена точка К  
так, что В К  = КЬ. Докажите параллельность 
прямых АВ  и КЬ.

^  372. В треугольнике АВС АВ = ВС, АС = 80°. 
Прямая I пересекает стороны А В  и ВС в точ­
ках В и В соответственно, причем АО = Б Е  
и АЕАС = 40°. Докажите, что ^||АС.

Уровень В
373. На рис. 130 А Б  = СЕ, ВС = Б Е , А1 = 
= А2. Докажите, что А В \\Е Е .

В
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374. Н а рис. 131 А В  = Б Е , ВС = Е Р , А В  = СЕ. Д окаж ите, что 
ВС || ЕЕ.

375. В треугольнике АВС А А  = 20°, А В  = 80°. Из точки В прове­
ден луч ВБ  так, что ВС — биссектриса угла АВБ. Докажите, что пря­
мые АС и ВБ  параллельны.

^  376. В треугольнике АВС А А  = 70°, А В  = 40°. На луче СВ отмече­
на точка Б , не принадлежащая отрезку ВС. Луч ВЕ  — биссектриса 
угла А В Б . Докажите, что прямые АС и ВЕ  параллельны.

Повторение перед изучением §15

Теоретический материал:
• параллельные прямые
• определение перпендикуляра; 

расстояние от точки до прямой
• смежные углы О § 5; 6

3
• вертикальные углы

Задачи
377. В треугольнике построены все медианы, все биссектрисы и все 
высоты. Какое наименьшее количество отрезков построено внутри 
треугольника? Какое наибольшее количество отрезков построено вне 
треугольника?
378. Прямая, параллельная стороне АВ  треугольника АВС  и пересе­
кающая сторону ВС, пересекает также и сторону АС. Докажите.
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Свойства углов, образованных 
при пересечении параллельных 
прямых секущей

15.1. Теорема о свойствах углов, 
образованных при пересечении 
параллельных прямых секущей

В предыдущем параграфе были установлены 
соотношения углов между двумя прямыми и секу­
щей, гарантирующие параллельность данных пря­
мых. Но обязательно ли эти соотношения сохра­
няются для любой пары параллельных прямых, 
пересеченных секущей? Докажем утверждение, 
обратное признаку параллельности прямых.

теорема (свойства углов, образованных при 
пересечении параллельных прямых секущей)

Если секущая пересекает двепараллельныепрямыедо:
1) внутренние накрест лежащие углы равны;
2) сумма внутренних односторонних углов 

равна 180°;
3) соответственные углы равны.

доказательство
□ Докажем первое из утверждений теоремы.
Пусть секущая с пересекает параллельные 

прямые а и Ь в точках Ап В соответственно (рис. 132). 
Докажем методом от противного, что внутренние 
накрест лежащие углы при этих прямых равны.

Пусть эти углы не равны. Проведем через 
точку А прямую ах так, чтобы внутренние на­
крест лежащие углы при прямых ах и Ь и секу­
щей с были равны. Тогда по признаку параллель­
ности прямых имеем ах ||Ь. Но а\\Ъ по условию 
теоремы, а согласно аксиоме параллельных пря­
мых через точку А можно провести лишь одну

Рис. 132. К предположению 
о том, что внутренние на­
крест лежащие углы при 
параллельных прямых а 
и & не равны
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Са И

ъ 1

Рис. 133. а Ь, с ± а,
тогда с ± Ь

прямую, параллельную прямой Ь. Таким образом, 
мы получили противоречие. Следовательно, наше 
предположение ошибочно, то есть внутренние на­
крест лежащие углы равны. И

Из доказанного утверждения нетрудно полу­
чить другие два утверждения теоремы (сделайте 
это самостоятельно).

Следствие
Если прямая перпендикулярна одной из двух парал­
лельных прямых, то она перпендикулярна и другой 
прямой.

Это следствие обоснуйте самостоятельно по 
рис. 133.

\ Задача%*
Сумма Двух внутренних углов, с)бр330вавШИхся )И1 1 1 1 Г 1пересечении двух п 1 Г  л 1 1араллельных прямых секу ющей,
равна 210°. Найд14 те все образоЕкзвшиеся уп1Ы.

Решение
ПуГСТЬ а II ь, с — се кущая. Внутренние угльI, <з кэ-

ус торых гэворится в условии, могу -т быть односто-
кг ф

Iронними, накрес 1 ~Т р ~г г лежащими или 1 'смежными. По-
3А скольку при пересечении паралл— —1—  ельных пря—4 мых

/ секущей1— -| сум л/ 1 1\а внутренних И 1 1 1 1односторонних углов
? 5/ 6 равна 180° и 1 1 1 1 сумма смежн 1 1 | Г ых углов также 1рав-

7/ 8 на 180°, то дань ые угль 1---ГI — внутренние нанреет
Рис 13̂ лежащие. 1Туеть А  4 + А 5 = 210° (рис. 134). По-

скольку а || ь. то А 4 = А 5 = 210°:2 = 105°. Тогда:
^  1 = 105°, так ка Iк угльI 1 Г-и 5 соответств 1енные;
^  з = 180° - 105° 7Ъ°, та 1к как угл ы ; и 5 внутреи-
ние сдностэре нние;
^  2 = 75°, гак как у г'ЛЫ 2 и ;> вс;рт ак аЛЬЕ1ые
4  6 = 75°, гак как у г г -\лы 5 и 6 смежные;

7 = 75°, гак как у г —V■лы 7 и ; соответствень ые
8 = 105°, как углы 8 и Л4 соответственные.
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§15. Свойства углов, образованных при пересечении параллельных прямых секущей

15.2. Расстояние между
параллельными прямыми

Как вы уже знаете, расстояние от точки до 
прямой — это длина перпендикуляра, проведенного 
из данной точки к прямой. Можно предположить, 
что расстояние между параллельными прямыми 
тоже будет определяться с помощью перпендику­
ляра. Но прежде чем сформулировать определение, 
докажем еще одно свойство параллельных прямых.

Теорема (о расстояниях о т  точек прямой 
до параллельной прямой)

Расстояния от любых двух точек прямой до параллель­
ной ей прямой равны

Доказательство
□ Пусть а и Ь — данные параллельные пря­

мые, А1Б1 и А 2В2 — расстояния от точек А { и А 2 
прямой а до прямой Ь (рис. 135). Докажем, что
А В1=АВ2•

Поскольку по определению расстояния от 
точки до прямой А1В1 ± 5  и А 2В2 ± 5 , то по тео­
реме о двух прямых, перпендикулярных третьей,
А В1 \\АВ2-

Рассмотрим треугольники А 1В1А 2 и В2А 2В Г 
У них сторона ВХА 2 общая, А1 = А 2  как внутрен­
ние накрест лежащие при параллельных пря­
мых а и Ь и секущей ВгА 2, = как внутрен­
ние накрест лежащие при параллельных пря­
мых А 1В1 и А 2В2 и секущей ВХА 2. Таким образом, 
А А хВхА 2 = А В 2А 2В1 по второму признаку равен­
ства треугольников, откуда А 1В1 = А 2В2. Теорема 
доказана. Ш

Из только что доказанной теоремы следует, 
что расстояние от точки прямой а до прямой Ь не 
зависит от выбора точки, то есть одинаково для 
всех точек прямой а. Это позволяет сформулиро­
вать следующее определение.

а А  А

Ь
В 1 В 2

Рис. 135. а || Ь, точки А1 
и А 2 равноудалены от 
прямой Ь
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а А

Ъ
В

Рис. 136. Перпендику­
ляр АВ  — расстояние 
между прямыми а и Ь

Определение
Расстоянием между параллельными прямыми на­
зывается расстояние от любой точки одной из этих пря­
мых до другой прямой.

Таким образом, расстояние между парал­
лельными прямыми — это длина перпендикуляра, 
проведенного из произвольной точки одной пря­
мой к другой прямой.

На рис. 136 а || Ь, А В  А. Ь, то есть АВ  — рас­
стояние между прямыми а и Ь. Заметим, что по 
следствию теоремы о свойствах углов, образован­
ных при пересечении параллельных прямых секу­
щей, А В ± а ,  то естьАБ — общий перпендикуляр 
к прямым а и Ь.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
379. Обязательно ли среди углов, которые образовались при пересече­
нии двух параллельных прямых секущей, найдутся:

а) ровно четыре острых угла;
б) не больше четырех острых углов;
в) не меньше четырех тупых углов;
г) не меньше четырех равных углов?

380 . При пересечении двух параллельных прямых секущей образова­
лись два угла с градусными мерами 80°. Могут ли эти углы быть:

а) внутренними накрест лежащими;
б) внутренними односторонними;
в) соответственными?

381. Один из углов, образованных при пересечении двух параллель­
ных прямых секущей, равен 120°. Может ли один из остальных семи 
углов быть равным 50°? Почему?
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382 . Внутренние односторонние углы, образованные при пересечении 
двух параллельных прямых секущей, равны. Под каким углом секу­
щая пересекает данные прямые?
383. Отрезок АВ  — расстояние между параллельными прямыми а и Ь. 
Под каким углом секущая АВ  пересекает прямые а и Ы

Графические упражнения
384 . Начертите параллельные прямые а и Ь и секущую с, не перпен­
дикулярную им.

а) Закрасьте восемь образовавшихся углов красным или синим 
цветом так, чтобы сумма любых двух углов разных цветов была 
равна 180°.
б) Из точки пересечения прямых а и с проведите отрезок, ко­
торый является расстоянием между параллельными прямыми а 
и Ь. Под каким углом этот отрезок пересекает прямую Ы 
Начертите треугольник АВС.
а) Проведите прямую, параллельную стороне АС и пересека­
ющую стороны АВ  и ВС в точках П и  Е соответственно.
б) Отметьте красным цветом угол треугольника АВС, равный 
углу ВНЕ.
в) Отметьте синим цветом угол треугольника АВС, сумма кото­
рого с углом ПЕС равна 180°.

Письменные упражнения 

Уровень А
По данным рис. 137, а, б найдите углы 1 и 2, если а ||Ь.
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Раздел II. Треугольники. Признаки равенства треугольников

387. Один из углов, образованных при пересечении двух парал­
лельных прямых секущей, равен 18°. Найдите остальные углы.
388 . Угол АБС равен 62°, а угол БСБ равен 118°. Могут ли пря­
мые АВ  и СБ:

а) быть параллельными; б) пересекаться?
Ответ обоснуйте.

^  389. Угол АВС  равен 29°, а угол БА Б равен 141°. Могут ли пря­
мые АН и ВС быть параллельными? Ответ обоснуйте.
390. На плоскости проведены прямые а, б и с, причем а\\Ь, а Вс. 
Определите взаимное расположение прямых б и с .

^  391. Прямые а и 6 параллельны. Точки А, и А2 лежат на пря­
мой а, отрезки А1В1 и А2В2 — расстояния между прямыми а и б. 
Назовите отрезки, которые являются расстояниями между прямы­
ми А ХВХ и А2Б2. Ответ обоснуйте.

Уровень Б
392. По данным рис. 138, а, б найдите угол х.

393. Найдите все углы, образованные при пересечении двух парал­
лельных прямых секущей, если:

а) один из внутренних односторонних углов на 30° больше дру­
гого;
б) сумма двух соответственных углов равна 56°.

394. По данным рис. 137, а определите, параллельны ли прямые а и б, 
если А 2 - А 1  = 54°.

^  395. Угол АБС равен 72°. Из точек А и С внутри угла проведены 
лучи, параллельные сторонам угла и пересекающиеся в точке Б. 
Найдите угол АБС.
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396. Дан угол АВС  (рис. 139). Через точ­
ку А  проведена прямая, параллельная сто­
роне ВС и пересекающая биссектрису 
данного угла в точке Б. Докажите, что тре­
угольник АВВ  равнобедренный.
397. Д ан равнобедренны й треуголь­
ник АВС с основанием АС. Прямая, па­
раллельная АС, пересекает сторону А В  
в точке А1, а сторону ВС — в точке Сг 
Докажите, что треугольник А 1ВС1 рав­
нобедренный.
398. Отрезок АВ  — расстояние между параллельными прямыми а 
и Ь. Точка М  — середина отрезка АВ. Докажите, что любой отрезок 
с концами на данных прямых, проходящий через точку М, делится 
ею пополам.
399. Через вершину В  равнобедренного треугольника АВС  прове­
дена прям ая I, параллельная основанию АС. Отрезок В К  — меди­
ана треугольника АВС . Д окаж ите, что В К  — расстояние между 
прямыми I и АС.

Уровень В
400. По данным рис. 140, а, б определите, параллельны ли прямые АВ  
и СП.

двух параллельных прямых секущей, если:
а) пять из них не острые;
б) сумма двух внутренних накрест лежащих углов в пять раз 
меньше суммы двух других внутренних углов;
в) сумма шести из них равна 620°.
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402. Биссектрисы внутренних односторонних углов, образованных при 
пересечении двух параллельных прямых секущей, взаимно перпенди­
кулярны. Докажите.
403. Биссектрисы внутренних накрест лежащих углов, образован­
ных при пересечении двух параллельных прямых секущей, парал­
лельны. Докажите.

Повторение перед изучением §16 

Теоретический материал:
• смежные углы
• равнобедренный и равносторонний ^  §5; 11

треугольники

Задачи
404. Прямая I проходит через вершину В остроугольного треуголь­
ника АВС  параллельно стороне АС. Докажите, что прямая I образует 
с прямыми АВ  и СВ углы, равные двум углам треугольника.
405. В треугольнике АВС А В  + ВС = ВС + АС = А В  + А С . Докажите, 
что А А  = А В  = АС.
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Сумма углов треугольника. 
Внешний угол треугольника

16.1. Теорема о сумме углов
треугольника и ее следствия

Теорема (о сумме углов треугольника)

Сумма углов треугольника равна 180°.

Доказательство
□ Пусть АВС — произвольный треугольник. 

Докажем, что А А + А В + А С  = 180°.
Проведем через вершину В прямую Ь, па­

раллельную АС (рис. 141). Тогда углы 1 и 4 равны 
как внутренние накрест лежащие при параллель­
ных прямых Ь и АС и секущей АВ. Аналогично 
А 3 = А 5 как внутренние накрест лежащие при 
тех же параллельных прямых, но секущей ВС. 
Имеем: А1 + А 2  + А З  = А ± + А 2+ А Ь  = 180°. Теоре­
ма доказана. Ш

В Ь

Рис. 141. К доказатель­
ству теоремы о сумме 
углов треугольника

Следствие 1
В любом треугольнике по крайней мере два угла
острые.

Действительно, если бы треугольник имел 
два неострых угла (тупых или прямых), то сумма 
всех углов превышала бы 180°, что противоречит 
доказанной теореме.

Следствие 2

Каждый угол равностороннего треугольника равен 60°.

Поскольку все углы равностороннего тре­
угольника равны, то каж дый из них равен 
180°: 3 = 60°.

Рассмотрим еще одно важное утверждение, 
которое следует из доказанной теоремы.
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7 / Задача
Если в равне’бедре.ином 1треу гольнннке один и3
углов равен 6 э°. ГД 1то этот треуго; 1тьник эавносто 1рон-
ний. Дон(ажите

в Решени<9
ТТ>'СТЬ А19 С завноб 1 г „ едренныи треугот ьник с оснс -

/
.60

ванием АС.
г,Рассмотрим два случая.

1) Пусть уг(эл 60° — один из углов при с>СН<эваНИН
/

~ \ 1 напримеР А̂ 6С>° (рис. и 2, з). Тогда / С  = дИ =6С0
А С ! 1 1 как углы 1 1 I 1при основании Равнобедр енног-о тре

1 1 I угольника. Таким образом, д В = 180° /И / С г
в 180° -  60° -  60° = 60°. Знначит, - Л 9 = Д(Г

то есть АВС — равносторонтл\л треуголь ник.
60К 2) Пусть угол 60° Iугол, 1 1 Г 1противолежащнни осно ВС1-

нию, то гсть д8 = 60 (рис. 142, б). Тогда д А = дс как
углы Iпри оснсзвании равн<эбедренного треуг■ольни-

А с ка. Каждый из 1 1 1 этих углов равен 180° -  60°): 2 = 60°.
Снова пол>'ЧИли, что все углы треугольни ка А В С

Дне. 142 равны, значит, этот треугольни к равносторон НИЙ.__ __

Только что решенная задача является опорной, то есть на нее можно 
ссылаться при решении других задач, кратко пересказывая ее содержание. 
В дальнейшем условия таких задач в учебнике будут выделены полужир­
ным шрифтом и словом «опорная».

16.2. Виды треугольников по величине углов. 
Классификация

Как уже было доказано, любой треугольник имеет не менее двух 
острых углов. Это означает, что возможны три случая:

1) все углы треугольника острые — остроугольный треугольник;
2) два угла треугольника острые, а третий угол прямой — прямо­

угольный треугольник;
3) два угла треугольника острые, а третий угол тупой — тупоуголь­

ный треугольник.
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Исходя из этого, все треугольники можно раз­
делить по величине углов на три вида: остроуголь­
ные, прямоугольные и тупоугольные (рис. 143).

Обратим внимание на то, что величина 
углов — это признак, по которому любой данный 
треугольник можно отнести лишь к одному из трех 
названных видов. Такое деление объектов на отдель­
ные виды по определенному признаку называют 
классификацией. Признак, по которому осущест­
вляется классификация, является ее основанием. 
Так, треугольники можно разделить и по другому 
основанию — длине сторон — на разносторонние 
(то есть не имеющие равных сторон), равнобедрен­
ные, но не равносторонние (у которых только две 
стороны равны) и равносторонние треугольники.

Классификация считается правильной, если 
любой из объектов можно отнести лишь к одно­
му из названных классов. Так, неправильно бу­
дет разделять прямые на плоскости по взаимному 
расположению на параллельные, пересекающиеся 
и перпендикулярные (ведь перпендикулярность — 
частный случай пересечения). Ошибочно подраз­
делять по величине неразвернутые углы на острые 
и тупые, поскольку есть еще и прямые углы.

Очень важно проводить классификацию 
лишь по одному основанию. Например, неверным 
было бы разделять треугольники на остроугольные,
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прямоугольные, тупоугольные и равнобедренные, 
ведь равнобедренным может быть и остроугольный, 
и прямоугольный, и тупоугольный треугольник. 
Допустить такую ошибку — то же самое, что раз­
делить всех людей на мужчин, женщин и учителей.

Примеры классификаций нетрудно найти 
и в других науках. Так, филологи делят члены 
предложения на главные (подлежащее и сказуе­
мое) и второстепенные (дополнение, определение 
и обстоятельство). Попробуйте найти примеры 
классификации в физике, географии, биологии.

В

В А С
Рис. 144. Внешний угол 
треугольника АВС при 
вершине А

А ^ У

Рис. 145. Внешние углы 
треугольника АВС

16.3. Внешний угол треугольники и его 
свойства

Определение
Внешним углом треугольника называется угол, 
смежный с внутренним углом данного треугольника.

На рис. 144 угол ВАВ  — внешний угол тре­
угольника АВС при вершине А.

Очевидно, что при любой вершине треуголь­
ника можно построить два внешних угла, которые 
по отношению друг к другу являются вертикаль­
ными (рис. 145).

Теорема (о внешнем угле треугольника)
Внешний угол треугольника равен сумме двух внутрен­
них углов, не смежных с ним.

Рис. 146. Внешний угол 4 
равен сумме углов 2 и 3

Доказательство
□ Пусть углы 1, 2 и 3 — внутренние 

углы треугольника АВС, а угол 4 — внешний 
угол, смежный с углом 1 (рис. 146). По теореме 
о сумме углов треугольника ^ 2 + ^ 3 =  180° -А 1 .  
С другой стороны, по теореме о смежных углах 
^ 4  = 1 8 0 °-^ 1 . Отсюда ^ 4  = ^ 2  + ̂ 3 , что и тре­
бовалось доказать. И
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Следствие
Сумма внешних углов треугольника, взятых по одному при каждой вершине,
равна 360°.

Действительно, по доказанной теореме (рис. 146) А 6 = А 1 + А 2, А 4 = А 2 +  
+ АЗ и А5 = А1 + А3. Тогда для их суммы имеем: А6 + А4 + А5 = (А1 + 
+ А2) + (А2 + АЗ) + (А1 + А З)=2(А 1 + А2 + АЗ)== 2-180° = 360°.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
406 . Может ли треугольник иметь три тупых угла; два тупых угла; 
не иметь ни одного тупого угла?
407. Может ли угол при основании равнобедренного треугольника 
быть тупым; прямым?
408 . Может ли прямоугольный треугольник быть равнобедренным; 
равносторонним?
409 . Могут ли быть равными тупоугольный и прямоугольный тре­
угольники; тупоугольный и остроугольный треугольники?
410. Даны три внешних угла треугольника при разных вершинах. 
Сколько из них могут быть острыми?

Графические упражнения
411. Начертите остроугольный треугольник АБС.

а) Измерьте углы треугольника и вычислите их сумму.
б) На луче АС отметьте точку Б, не принадлежащую отрез­
ку АС. Определите градусную меру угла БСБ, используя теорему 
о внешнем угле треугольника.
в) Определите вид треугольника БСБ по величине углов.

412. Начертите треугольник АВС  с тупым углом А.
а) Проведите высоту Б Б  и определите вид треугольника АББ по 
величине углов.
б) Измерьте угол БАБ. Как связана его градусная мера с градус­
ными мерами углов треугольника АБС?
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Письменные упражнения 

Уровень А
413. Найдите неизвестный угол треугольника, если два его угла 
равны:

а) 65° и 45°; б) 120° и 18°; в) 90° и 64°.
414. Найдите неизвестные углы равнобедренного треугольника, если:

а) угол при его основании равен 40°;
б) угол, противолежащий его основанию, равен 40°.

415. Найдите неизвестные углы треугольника:
а) прямоугольного, с углом 28°;
б) равнобедренного, с углом при основании 80°.

416. Докажите методом от противного, что угол при основании равно­
бедренного треугольника не может быть тупым.
417. Докажите методом от противного, что треугольник не может 
иметь больше одного прямого угла.
418. Найдите внутренние углы треугольника, если внешние углы при 
двух его вершинах равны 135° и 110°.
419. Один из внутренних углов треугольника равен 40°, а один из 
внешних — 125°. Найдите остальные внутренние и внешние углы.

Уровень Б
420 . Найдите все углы треугольника, если:

а) один из них вдвое меньше второго и на 20° больше третьего;
б) их градусные меры относятся как 1 : 3 : 5 .

421. Один из углов равнобедренного треугольника равен 50°. Найдите 
другие углы. Сколько решений имеет задача?
422 . Найдите:

а) углы треугольника, если их градусные меры относятся как 
2 : 7 : 9 ;
б) углы равнобедренного треугольника, если один из них ра­
вен 100°.

423 . Может ли треугольник с углом 40° быть равным треугольнику 
с углом 140°? Ответ обоснуйте.
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424. Треугольник с углом 120° равен треугольнику с углом 30°. 
Докажите, что данные треугольники равнобедренные.
425. В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС про­
ведена биссектриса АО. Найдите углы данного треугольника, если 
ААВ>С = 150°.
426. Отрезок ВТ) — биссектриса треугольника АВС . Н айдите 
уголА , если АС = 35°, А В Б С  = 105°.
427. В треугольнике АВС  биссектрисы, проведенные из вершин А  
и В, пересекаются в точке О. Найдите угол АОВ, если ^ А  = 82°, 
А В  = 38°.
428 . В равнобедренном треугольнике АВС  биссектрисы, проведен­
ные из вершин при основании АС, пересекаются в точке О. Найди­
те углы треугольника, если ААОС = 140°.
429. Один из внешних углов равнобедренного треугольника ра­
вен 60°. Найдите внутренние углы треугольника.
430. Внешние углы треугольника относятся как 3 : 4 : 5 .  Найдите 
внутренние углы треугольника.
431. Найдите внутренние углы треугольника, если сумма двух из 
них равна 150°, а один из внешних углов равен 80°.

Уровень В
432 . Биссектриса равнобедренного треугольника, проведенная из вер­
шины угла при основании, равна основанию треугольника. Найдите 
его углы.
433. Биссектриса равнобедренного треугольника, проведенная из 
вершины угла при основании, пересекает боковую сторону под 
углом, равным углу при основании. Найдите углы треугольника.
434 . Биссектриса внешнего угла при основании равнобедренного тре­
угольника пересекает продолжение боковой стороны. Длина отрезка 
биссектрисы от начала до точки пересечения равна основанию тре­
угольника. Найдите внутренние углы треугольника.
435. Биссектриса внешнего угла при основании равнобедренного тре­
угольника пересекает продолжение боковой стороны под углом, рав­
ным углу при основании треугольника. Найдите углы треугольника.
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436 . В треугольнике АВС биссектрисы, проведенные из вершин А и С, 
пересекаются в точке О. Найдите угол АОС, если А В  = а.
437. Биссектриса внешнего угла равнобедренного треугольника при 
вершине, противолежащей основанию, параллельна основанию тре­
угольника. Докажите.
438 . Сформулируйте и докажите утверждение, обратное утвержде­
нию предыдущей задачи.

Повторение перед изучением §17

Теоретический материал
• признаки равенства треугольников

• медиана, биссектриса и высота 
треугольника

О  § 8, 10, 13
V_____ 1_____У

§ 12

Задачи
439. Известно, что ААВС = А Б В С , причем точка С лежит на отрез­
ке АБ. Докажите, что данные треугольники прямоугольные.
440 . Равнобедренные треугольники АВС  и АБС  имеют общее основа­
ние АС (точки В и Б  лежат по одну сторону от прямой АС). Докажите, 
что В Б  А. АС.
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прямоугольные треугольники. 
Признаки и свойства прямо­
угольных треугольников

17.1. Элементы прямоугольного 
треугольника

Как известно, прямоугольный треугольник 
имеет один прямой и два острых угла. Сторона пря­
моугольного треугольника, противолежащая пря­
мому углу, называется гипотенузой, две другие сто­
роны — катетами. На рис. 147 в треугольнике АВС 
А В  = 90°, АС — гипотенуза, АВ  и ВС — катеты.

Из теоремы о сумме углов треугольника сле­
дует: сумма острых углов прямоугольного тре­
угольника равна  90°. Имеет место и обратное ут­
верждение — признак прямоугольного треуголь­
ника: если в треугольнике сумма двух углов рав­
на 90°, то этот треугольник прямоугольный.

17.2. Признаки равенства прямоугольных 
треугольников

Пользуясь признаками равенства треугольни­
ков и теоремой о сумме углов треугольника, можно 
сформулировать признаки равенства, характерные 
только для прямоугольных треугольников.

Приведем сначала два из них.
Признак равенства прямоугольных треугольников 
по двум ка те та м  (рис. 148)

Если два катета одного прямоугольного треугольника 
соответственно равны двум катетам другого прямо­
угольного треугольника, то такие треугольники равны.

Признак равенства прямоугольных треугольников 
по катету  и прилежащему острому углу (рис. 149)

Если катет и прилежащий к нему острый угол одного
прямоугольного треугольника соответственно равны ка­
тету и прилежащему к нему острому углу другого пря­
моугольного треугольника, то такие треугольники равны.

А

Рис. 147. Прямоугольный 
треугольник

Рис. 148. Прямоугольные 
треугольники АВС и А 1В1С1 
равны по двум катетам

Рис. 149. Прямоугольные 
треугольники АВС и А 1В1С1 
равны по катету и приле­
жащему острому углу
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Рис. 150. Прямоугольные 
треугольники АВС 
и А 1В1С1 равны по катету 
и противолежащему углу

в с вг сг
Рис. 151. Прямоугольные 
треугольники АВС 
и А 1В1С1 равны по гипо­
тенузе и острому углу

потенуза -  от грече-

р7г̂ г1^отеУкш^Д—
Названия— 

Ы о М о 4 б о ^

Данные признаки — частные случаи первого 
и второго признаков равенства треугольников.

Следующие два признака нетрудно получить 
из второго признака равенства треугольников, ис­
пользуя теорему о сумме углов треугольника. 
Признак равенства прямоугольных треугольников 
по катету и противолежащему углу (рис. 150)

Если катет и противолежащий ему угол одного прямо­
угольного треугольника соответственно равны катету 
и противолежащему ему углу другого прямоугольного 
треугольника, то такие треугольники равны.

Признак равенства прямоугольных треугольников 
по гипотенузе и остром у углу (рис. 151)

Если гипотенуза и острый угол одного прямоуголь­
ного треугольника соответственно равны гипотенузе 
и острому углу другого прямоугольного треугольника, 
то такие треугольники равны.

Действительно, если данные треугольни­
ки имеют по равному острому углу а , то другие 
острые углы этих треугольников равны 90°- а ,  
то есть также соответственно равны.

Еще один признак равенства прямоугольных 
треугольников докажем отдельно.
Теорема (признак равенства прямоугольных 
треугольников по гипотенузе и ка те ту )

Если гипотенуза и катет одного прямоугольного тре­
угольника соответственно равны гипотенузе и катету 
другого прямоугольного треугольника, то такие тре­
угольники равны.

Доказательство
□ Пусть АВС  и А1В1С1 — данные прямо­

угольные треугольники, в которых А В  = А В Х = 
= 90°, АС = А 1С1, ВС = В1С1 (рис. 152). Докажем, 
что А А В С = А А 1В1С1.
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На продолжениях сторон СВ и СХВХ от­
ложим отрезки ВБ  и ВХБ Х, равные катетам ВС 
и БХСХ соответственно. Тогда А А В Б  = ААВС  
и А А 1В1Б 1 = А А 1В1С1 по двум катетам. Таким 
образом, А Б  = АС = А ХСХ = А ХБ Х. Это значит, 
что АА Б С  = ДА1Б 1С1 по трем сторонам. Отсюда 
АС = АС1. И наконец, ААВС = А А 1В1С1 по гипо­
тенузе и острому углу. Теорема доказана. Ш

Обратим внимание на дополнительное по­
строение, состоящее в достраивании прямоуголь­
ного треугольника до равнобедренного.

Такой прием позволяет применять свойства 
равнобедренного треугольника при решении за­
дач, в условиях которых о равнобедренном тре­
угольнике речь не идет.

А

Рис. 152. Прямоугольные 
треугольники АВС 
и А 1В1С1 равны по гипо­
тенузе и катету

17.3.* Прямоугольный треугольник 
с углом 30°

Прямоугольный треугольник, в котором 
один из острых углов равен 30°, имеет полезное 
свойство.

„  —I— I— I— I—Опорная задача \ 0)
В прямс>уг<эльНОЛ

I I ! ! л треугольнике К(1Тв1 проТИЕюле-
жещий углу 30 ° ,

П  \равен половине 1 П  Г гипотенузы. До-
кажите.

Решение
И /сть в ТРеугольн1/ке АВС АА = 30°, А13 = «Ю° До- А
кажем, 1̂ТО ВС = 0,5 А С Очевиднс3, что 1 1 Г  в треугольни- /
ке А В С А С = 60°. Отложим на луче СВ отрезок 60, //'
равный ВС  (рлс. 153). т-гПрямоугольные треугольни-

/
/ 30°

ки А ВС л АВО ра Твны п< п гэ двум катетам и
\

Отсюда еле дует, что А й -  А С -  60° и А1)А (г* _ Б 1 в
I

С

=30° + 30° = 60°. Таки/\л образом, треугольжлк ,~)АС рав- >ис. 153- 1 г ,  „ т  1 \ ностороннии, а отрезок А В — его медиана, то есть
В С -0 ,Ъ йС = 0 ,Ъ  АС, что и требовалось доказать.
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Имеет место также обратное утверждение 
(опорное):
если катет прямоугольного треугольника равен 
половине гипотенузы , то угол , противолежа­
щий данному катету, равен 30°.

Попробуйте доказать это утверждение само­
стоятельно при помощи дополнительного построе­
ния, аналогичного только что описанному.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
441 . В прямоугольном треугольнике АВС АА + АВ = А С . Назовите 
гипотенузу треугольника.
442 . В прямоугольном треугольнике ВЕР высота ЕА  лежит внутри 
треугольника. Назовите катеты треугольника.
443 . Прямоугольный треугольник с острым углом а  равен прямо­
угольному треугольнику с острым углом 20°. Каким может быть зна­
чение а?
444 . В треугольниках АВС  и А1В1С1 А А  = А А 1у А В  = А 1В1, ВС = 
= В ^ у  По каким признакам можно доказать равенство этих треуголь­
ников, если:

а) угол А  прямой;
б) угол В прямой?

445 . Могут ли неравные прямоугольные треугольники иметь две пары 
соответственно равных катетов; равные гипотенузы?

Графические упражнения
446 . Начертите прямоугольный треугольник АВС с гипотенузой АВ.

а) Измерьте угол А  и вычислите градусную меру угла В.
б) Отметьте на рисунке наименьший внешний угол треугольни­
ка. Какова его градусная мера?
в) Проведите высоты треугольника. Сколько отрезков вы про­
вели?
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447. Начертите равнобедренный треугольник АВС  с основанием АС.
а) Проведите высоту ВВ. Выделите цветом равные треугольники 
и докажите их равенство с помощью разных признаков равенства 
прямоугольных треугольников.
б) Назовите высоты треугольника ВСД проведенные к катетам.

Письменные упражнения 
Уровень А

448 . Найдите углы равнобедренного прямоугольного треугольника.
449. В равностороннем треугольнике АВС  проведена медиана А В . 
Найдите углы треугольника САВ.
450. Найдите острые углы прямоугольного треугольника, если:

а) один из этих углов в пять раз меньше другого;
б) их разность равна 10°.

451. Найдите острые углы прямоугольного треугольника, если:
а) один из его внешних углов равен 130°;
б) их градусные меры относятся как 2 : 7.

452. На рис. 154 А А  = АС, А А В В  = А СВ В. Докажите равенство тре­
угольников АВВ  и СВВ.
453. На рис. 155 АВ \\ВС , АВАС = АВ С А = 90°. Докажите равенство 
треугольников ВАС и ВСА.
454 . В треугольнике АВС углы А  и С острые, ВВ  — высота треуголь­
ника. Какая из точек А, С, В  лежит между двумя другими?

ф  455 . В треугольнике АВС  угол С тупой, В В  — высота треугольника. 
К акая из точек А, С, В  лежит между двумя другими?
456 . В прямоугольном треугольнике АВС  к гипотенузе проведена высо­
та ВН. Найдите углы треугольника АВН, если АС = 25°. 

ф  457. В треугольнике АВС  высота А В  делит угол А  на два угла, при­
чем А В А В  = 38°, А САВ = 42°. Найдите углы треугольника АВС.
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Уровень Б
458 . В прямоугольном треугольнике АВС  с гипотенузой АС АА = 45°, 
катет А В  = 8 см. Найдите катет ВС.
459. Высота равнобедренного треугольника, проведенная к боковой 
стороне, образует с основанием треугольника угол 35°. Найдите углы 
данного треугольника.
460 . В треугольнике АВС А В  = 90°. Биссектриса угла А пересекает 
катет ВС под углом 74°. Найдите острые углы треугольника АВС.
461 . Если в треугольнике две высоты равны, то этот треугольник рав­
нобедренный. Докажите.
462 . Сформулируйте и докажите утверждение, обратное утвержде­
нию предыдущей задачи.
463 . В треугольнике АВС проведена высота ВО. Найдите углы данного 
треугольника, если ААВО = 25°, АС ВБ = 40°. Сколько решений име­
ет задача?
464 . Биссектриса, проведенная из вершины прямого угла треуголь­
ника, пересекает гипотенузу под углом 70°. Найдите углы, которые 
образует с катетами высота, проведенная к  гипотенузе.
465 . Докажите равенство прямоугольных треугольников по катету 
и высоте, проведенной к гипотенузе.
466 . Докажите равенство прямоугольных треугольников по катету 
и биссектрисе, проведенной к гипотенузе.
467. В равнобедренном треугольнике КМ И  с основанием КИ  высо­
ты КА  и ИВ пересекаются в точке О. Найдите углы данного тре­
угольника, если АК О И  = 140°.
468 . В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС высо­
ты АН и ВЕ  пересекаются под углом 50°. Найдите углы данного 
треугольника.

Уровень В
469 (опорная). Медиана прямоугольного треугольника, проведенная 
к гипотенузе, равна половине гипотенузы. Докажите.
470 (опорная). Если медиана треугольника равна половине сторо­
ны, к которой она проведена, то этот треугольник прямоугольный. 
Докажите.
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471. Угол между биссектрисой и высотой, проведенными из вершины 
наибольшего угла прямоугольного треугольника, равен 22°. Найдите 
острые углы треугольника.
472. Высота, проведенная из вершины при основании равнобе­
дренного треугольника, делит пополам угол между основанием 
и биссектрисой угла при основании. Найдите углы данного тре­
угольника.
473. Один из углов прямоугольного треугольника равен 60°, а раз­
ность между гипотенузой и катетом, прилежащим к данному углу, 
равна 6 см. Найдите эти стороны треугольника.
474. В треугольнике АВС А В  = 90°, а внешний угол при верши­
не С равен 120°. Найдите стороны ВС и АС, если их сумма рав­
на 21 см.
475. В прямоугольном треугольнике катет, прилежащий к углу 30°, 
равен 18 см. Найдите длину биссектрисы треугольника, проведенной 
к данному катету.
476. В треугольнике АВС АС = 90°. Биссектриса ВЕ  образует с ка­
тетом АС угол 60°. Найдите катет АС, если СЕ = 4 см.

Повторение перед изучением §18

Теоретический материал
• свойства точек и прямых
• равнобедренный треугольник

С  п. 1.2; § 11V У

Задачи
477. В треугольнике АВС медиана ВМ  равна стороне ВС. Отрезок ВН  — 
высота треугольника. Найдите длину стороны АС, если НС = 2 см.
478. В треугольнике АВС  биссектриса ВЬ равна стороне ВС. Отре­
зок ВН  — высота треугольника. Найдите угол АВС, если А С В Н  = 20°.
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Соотношение между сторонами 
и  у г л а м и  т р е у г о л ь н и к а .  

Неравенство треугольника

А

Рис. 156. К доказатель­
ству соотношений между 
сторонами и углами тре­
угольника

18.1. Соотношения между сторонами 
и углами треугольника

Теорема (соотношения между сторонами и углами 
треугольника)

В тр еуго льни ке :
1) против больш ей стороны  л е ж и т б ольш ий  угол ;
2) против больш его  угла  л е ж и т  больш ая сторона.

Доказательство
□ Данная теорема содержит два утвержде­

ния — прямое и обратное. Докажем каждое из 
них отдельно.
1) Пусть в треугольнике АБС А В  > АС. Докажем, 

что А С > А Б . Отложим на стороне АВ  отре- 
зокАБ, равный сторонеАС (рис. 156). Поскольку 
АП < АВ , то точка В  лежит между точками А 
и В, значит, угол 1 является частью угла С, то 
есть А С > А 1. Очевидно, что треугольник АВС  
равнобедренный с основанием ВС, откуда 
А1 = А2. Кроме того, угол 2 — внешний угол 
треугольника ВВС, поэтому А 2 > А В . Следо­
вательно, имеем: А Б < А 2, А2 = А1, А 1<А С, 
откуда А Б < А С .

2) Пусть в треугольнике АВС АС > А В. Докажем 
от противного, что АВ> АС. Если это не так, 
то А В  = АС или А В  < АС. В первом случае тре­
угольник АВС равнобедренный с основанием ВС, 
то есть А В = А С. Во втором случае, по только 
что доказанному утверждению, против большей 
стороны должен лежать больший угол, то есть 
А Б  > АС. В обоих случаях имеем противоречие 
условию АС > А Б . Таким образом, наше пред­
положение неверно, то есть АБ > АС.
Теорема доказана. ■
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Следствие 1
В тупо уго льн о м  тр еуго льни ке  сторона , леж ащ ая против 
тупо го  угл а , наибо льш ая .

Следствие 2
В п р я м о уго л ь н о м  тр е у го л ь н и к е  ги п о те н уза  б о л ь ш е  
катета.

18.2. Неравенство треугольника
Теорема (неравенство треугольника)

В тр еуго льн и ке  д л и н а  каж д о й  стороны  м еньш е сум м ы  
д л и н  д в у х  д р у ги х  сторон.

Доказательство
□ Рассмотрим произвольный треуголь­

ник АВС и докажем, что АС < А В  + ВС. Отложим на 
продолжении стороны АВ  отрезок ББ, равный сто­
роне ВС (рис. 157). Треугольник ВСВ равнобедрен­
ный с основанием СД откуда А1 = А2. Но угол 2 
является частью угла АСБ, то есть А2 < А АС В . Та­
ким образом, в треугольнике АСБ А С > А  Б . Учи­
тывая соотношение между сторонами и углами тре­
угольника, имеем: АС < А Б  = А В  + В Б  = А В  + ВС. 
Теорема доказана. ■

С

Рис. 157. К доказатель­
ству неравенства тре­
угольника

Следствие
Если  для тр е х  то ч ек  А, В, С с п р а в е д л и в о  р ав е н ств о
АС = АВ + ВС, то  эти  точки  л е ж а т  на о дн о й  прям о й ,
причем точка В л еж и т м е ж д у  точкам и Л  и С.

Действительно, если точка В не лежит 
на прямой АС, то по неравенству треугольника 
АС < А В  +ВС. Если точка В лежит на прямой АС 
вне отрезка АС, это неравенство также очевидно 
справедливо. Остается единственная возможность: 
точка В лежит на отрезке АС.
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Неравенство треугольника позволяет про­
анализировать существование, а значит, и воз­
можность построения треугольника с заданными 
сторонами. В частности, если хотя бы одно из трех 
положительных чисел а, Ь, с больше или равно 
сумме двух других, то построить треугольник со 
сторонами а, Ь, с невозможно.

С неравенством треугольника связана клас­
сическая задача о нахождении кратчайшего пу­
ти на плоскости. Ее решение было известно еще 
великому древнегреческому ученому Архимеду 
(287-212 гг. до н. э.).

) Задача
V То,жи А и В у ежат по одну стс рону от пр*шс й с.

Найдите на этой прямой такукз точку С, чт<эбы сумма
эасСТОЯИ11Й АС + СВ была наимен1 1 1 ьш<2И 'рис. 158)

.  1 Решение
в Прове-дем лз томКИ А 1 1перпендИ К'/ляр /АО к пр* -

Л
•

МОЙ с 1и отлож л м на егс 1 1) продолжении отрезок ОАи
I

1 1 равный АО. Для пюбой точки С прял/юй с пр*шс)-
\ /

1 1 | 1 угольные трГ 1 1 1 еугольники АОС и А,ОС равны г гю двум
1 с катетам, откуда АС - Г и 1*. + а и 1*. + СВ.

сЛ О Очевидно, что по сл< 12ДСТВИ 1 1 1 1 ю неравенства треугОЛЬ>-
1, 1 щ ника сумма А{С + СВ будет наименьшей Тв случае,

к когда точки А ,  С и Г)В лежат на одной пг)ЯМОИ Та-
Ри С. 158 КИМ 0бразо \А, ИСНомая то.нка 1 1должна быть ТО, -жои

пересечени* отрезка А1В с прямой с.

Отметим, что в условиях данной задачи пря­
мые АС и СВ образуют с прямой с равные углы. 
Именно так распространяется луч света, который 
выходит из точки А, отражается от прямой с и попа­
дает в точку В. Физики в таком случае говорят, что 
угол падения светового луча равен углу отражения.
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вопросы и задачи

Устные упражнения
479. Назовите:

а) наибольшую сторону треугольника БЕЕ, если Е Б  < Е Е  < ЕЕ;
б) наименьший угол треугольника МЫК, если М К  > ЫК > МЫ.

480 . Из одной вершины треугольника проведены медиана, биссектри­
са и высота, причем никакие два из этих отрезков не совпадают. Какой 
из данных отрезков наименьший?
481. Определите:

а) могут ли стороны треугольника быть равными 13 см, 20 см 
и 6 см;
б) может ли сторона треугольника составлять половину его пе­
риметра;
в) могут ли стороны треугольника относиться как 2 : 3 : 5 ;
г) может ли основание равнобедренного треугольника быть 
втрое больше боковой стороны?

482 . В треугольнике АВС сторона АС наименьшая. Может ли угол В 
быть прямым или тупым? Ответ обоснуйте.
483 . В равнобедренном треугольнике одна сторона равна 16 см, а дру­
гая — 5 см. Найдите длину основания треугольника.

Графические упражнения
484 . Начертите треугольник АВС, в котором ЕС  = 100°.

а) Назовите наибольшую сторону треугольника и проверьте свой 
ответ с помощью измерений.
б) Измерьте все стороны треугольника и проверьте, выполняет­
ся ли неравенство треугольника для сторон треугольника АВС.
в) Пользуясь результатами измерений, назовите наименьший 
угол треугольника.

485 . Начертите остроугольный треугольник АВС.
а) Измерьте углы треугольника и определите его наибольшую 
и наименьшую стороны.
б) Проведите медиану В1>. Запишите неравенство треугольника 
для стороны В1) в треугольниках АВВ  и СВВ.
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Письменные упражнения 

Уровень А
486 . В треугольнике АВС А В  = 3,3 см, ВС = 3— см, АС  = 3—  см. На­
зовите наибольший угол треугольника.
487. В треугольнике АВС А В < В С , А А < А В .  Назовите наименьший 
угол треугольника.

^  488 . В прямоугольном треугольнике АВС А В < А С , А В < В С . Назо­
вите гипотенузу треугольника.
489. Найдите сторону равнобедренного треугольника, если две другие 
его стороны равны:

а) 14 см и 6 см;
б) 5 см и 10 см;
в) 3 см и 4 см.

490. Найдите периметр равнобедренного треугольника, две стороны 
которого равны 2 см и 7 см.
491. Точка на основании равнобедренного треугольника, отличная от вер­
шины, соединена с вершиной, противолежащей основанию. Докажите, что 
полученный отрезок меньше боковой стороны треугольника.
492. Докажите, что каж дая сторона треугольника больше разности 
двух других сторон.
493. Докажите, что точки А, В и С лежат на одной прямой, если 
А В  = 12,3 см, ВС = 9,7 см, АС = 2,6 см.
494 . Определите, лежат ли точки А, В и С на одной прямой, если:

а) АВ = 7,5 см, ВС = 8,3 см, АС = 11,5 см;
б) АВ = 16, Зсм , ВС = 0,8 см, АС = 15,5 см.

Уровень Б
495. В равнобедренном треугольнике АВС А В>ВС, А В >  А А .  Назо­
вите основание треугольника.

^  496 . В треугольнике АВС А А  = АС . Назовите наименьший угол 
треугольника, если АС < АВ.
497. Сторона равнобедренного треугольника на 3 см больше другой 
стороны. Найдите все стороны треугольника, если его периметр ра­
вен 18 см.
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^  498 . Периметр равнобедренного треугольника равен 70 м. Найдите 
стороны треугольника, если одна из них равна 10 м.
499. Две стороны треугольника равны 1,2 м и 0,4 м. Найдите длину 
третьей стороны, если она выражается целым числом метров.
500 . Докажите, что медиана треугольника меньше половины его пе­
риметра.
501 . Докажите, что каж дая сторона треугольника меньше полови­
ны его периметра.

Уровень В
502. В прямоугольном треугольнике АВС отрезок СН — биссектриса, 
проведенная из вершины прямого угла. Назовите наименьшую сторону 
треугольника, если угол СНА тупой.

^  503. В прямоугольном треугольнике АВС  к гипотенузе проведе­
на высота СП. Назовите наименьший угол треугольника, если 
А В < В В .
504 . Высота тупоугольного треугольника, проведенная из вершины 
острого угла, лежит вне треугольника. Докажите.
505. Даны положительные числа а и Ъ. Известно, что существует тре­
угольник со сторонами а + 5Ь, 5а + 6Ь и За + 2Ь. Какое из чисел боль­
ше: а или Ь?

^  506 . Две стороны треугольника равны а и Ь (а>Ъ). В каких преде­
лах может изменяться:

а) длина третьей стороны;
б) периметр треугольника?

507. Докажите, что медиана треугольника меньше полусуммы сторон, 
между которыми она проходит.
508 . Докажите, что сумма высот треугольника меньше его пери­
метра.

Повторение перед изучением §19

Теоретический материал
окружность и круг
свойство медианы, биссектрисы 
и высоты равнобедренного треугольника

о 5 класс; п. 12.2
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Задачи
509. На плоскости отмечена точка О. Сколько точек, удаленных от 
точки О на заданное расстояние а, существует:

а) на луче с началом О;
б) на прямой, проходящей через точку О;
в) на двух прямых, пересекающихся в точке О;
г) на плоскости?

Выскажите предположения.
510. Прямые а и Ь пересекаются в точке О. На прямой а от точки О 
отложены равные отрезки ОА и ОС, на прямой Ь — равные отрезки ОВ 
и ОН. Запишите все пары образовавшихся равных треугольников и до­
кажите их равенство.

Онлайн-тренировка для подготовки к контрольной работе № 3

Задачи для подготовки к контрольной работе № 3
1. Определите, параллельны ли прямые а и Ь, если А \  = 36°, а угол 2 
в 4 раза меньше угла 3 (рис. 159).
2 . Найдите все углы, образованные при пересечении двух параллель­
ных прямых секущей, если внутренние односторонние углы относятся 
как 11 : 25.
3. Найдите углы треугольника АВС, если угол А  на 35° меньше уг­
ла В, а угол В на 25° больше угла С.
4 . Биссектрисы углов А и С треугольника АВС пересекаются в точ­
ке О, ААОС  = 100°. Найдите угол АВС.
5. Докажите, что треугольники А В Б  и ОСА равны, если А В  = 
= АС  = 90° и АО = НО (рис. 160).
6. В треугольнике АВС АС  = 90°, ААОВ = 120°, АА В С  = 60°, 
АО = 16 см (рис. 161). Найдите СО.
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ИТОГОВЫЙ ОБЗОР РАЗДЕЛА II

ТРИ ПРИЗНАКА РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ
Первый признак 
(по двум сторонам 
и  углу между н и м и ) / X

/ X
Если две стороны и угол 
между ними одного тре­
угольника соответствен­
но равны двум сторонам 
и углу между ними друго­
го треугольника, то такие 
треугольники равны

Второй признак 
(по стороне и приле­
жащим к ней углам) / X

XV
Если сторона и прилежа­
щие к ней углы одного тре­
угольника соответственно 
равны стороне и прилежа­
щим к ней углам другого 
треугольника, то такие тре­
угольники равны

Третий признак 
(по трем сторонам) /X

/X
Если три стороны одного 
треугольника соответствен­
но равны трем сторонам 
другого треугольника, то 
такие треугольники равны

РАВНОБЕДРЕННЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК РАВНОСТОРОННИЙ ТРЕУГОЛЬНИК

А
Равнобедренный треугольник —
треугольник, у которого две сто­
роны равны.
В равнобедренном треугольнике 
углы при основании равны.
Если в треугольнике два угла рав­
ны, то он равнобедренный

Равносторонний треугольник —
треугольник, у которого все сто­
роны равны.
В равностороннем треугольнике 
все углы равны.
Если в треугольнике все углы рав­
ны, то он равносторонний
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МЕДИАНА, БИССЕКТРИСА И ВЫСОТА ТРЕУГОЛЬНИКА

Медианой треуголь­
ника называется от­
резок, соединяющий 
вершину треугольни­
ка с серединой проти­
волежащей стороны

Биссектрисой  тр е ­
угольника назы ва­
ется отрезок биссек­
трисы угла треуголь­
ника, соединяющий 
вершину этого угла 
с точкой на противо­
лежащей стороне

Высотой треугольни­
ка называется пер­
пендикуляр, прове­
денный из вершины 
треугольника к пря­
мой, которая содер­
жит его противолежа­
щую сторону

СВОЙСТВО МЕДИАНЫ, БИССЕКТРИСЫ И ВЫСОТЫ 
РАВНОБЕДРЕННОГО ТРЕУГОЛЬНИКА

В равнобедренном треугольнике медиана, биссектриса и высота, прове­
денные к основанию, совпадают

ПРИЗНАКИ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ 
ДВУХ ПРЯМЫХ

СВОЙСТВА УГЛОВ, ОБРАЗОВАННЫХ 
ПРИ ПЕРЕСЕЧЕНИИ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 

ПРЯМЫХ СЕКУЩЕЙ
Если при пересечении 
двух прямых третьей 
выполняется хотя бы 
одно из условий: 1

1) внутренние накрест 
лежащие углы равны;

Если секущая пересе­
кает две параллельные 
прямые, то:

1) внутренние накрест 
лежащие углы равны;

2) сумма внутренних 
односторонних углов 
равна 180°;

2) сумма внутренних 
односторонних углов 
равна 180°;

3) соответственные 
углы равны,

то прямые параллельны

3) соответственные 
углы равны
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ПЕРПЕНДИКУЛЯРЫ И РАССТОЯНИЯ
Теорема о существовании и единственности перпендикулярной прямой 
Через любую точку плоскости можно провести прямую, перпендикуляр­
ную данной, и только одну

А

а 1

Расстояние от точ­
ки до прямой —
длина перпендику- 

П ляра, проведенно- 
1 го из данной точки 

к данной прямой

а  ̂

Ь
1

 ̂ Расстояние между парад- 
-]----- дельными прямыми —

расстояние от любой 
точки одной из этих 

^ -----  прямых до другой пря­
мой

СУММА УГЛОВ ТРЕУГОЛЬНИКА
Сумма 
на 180

углов треугольника рав-
0

Сумма 
взяты> 
не, рат

внешних углов треугольника, 
с по одному при каждой верши- 
ша 360° ^

^ 1  + ̂ 2  + ̂ 3  = 180°
б \

^ 4  + ̂ 5  + ̂ 6  = 360°

ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ
По двум 
катетам

Если два катета одного прямоугольно­
го треугольника соответственно равны 
двум катетам другого прямоугольного 
треугольника, то такие треугольники 
равны

По катету 
и приле­
жащему 
острому 
углу иД и-Д

Если катет и прилежащий к нему ост­
рый угол одного прямоугольного тре­
угольника соответственно равны ка­
тету и прилежащему к нему острому 
углу другого прямоугольного треуголь­
ника, то такие треугольники равны

По катету 
и противо­
лежащему 
углу ^Д ^Д

Если катет и противолежащий ему 
угол одного прямоугольного треуголь­
ника соответственно равны катету 
и противолежащему ему углу другого 
прямоугольного треугольника, то та­
кие треугольники равны

155



Раздел II. Треугольники. Признаки равенства треугольников

ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ (п родолж ен и е)

По гипо­
тенузе 
и остро­
му углу

□__ л □__ л

Если гипотенуза и острый угол од­
ного прямоугольного треугольника 
соответственно равны гипотену­
зе и острому углу другого прямо­
угольного треугольника, то такие 
треугольники равны

По гипо­
тенузе 
и катету

^ д ^ д

Если гипотенуза и катет одно­
го прямоугольного треугольника 
соответственно равны гипотенузе 
и катету другого прямоугольного 
треугольника, то такие треуголь­
ники равны

ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ТР ЕУГОЛЬНИК С УГЛОМ 30°
В прямоугольном тре­
угольнике катет, проти­
волежащий углу 30°, ра­
вен половине гипотенузы

ЗСГ\2а
Н  \

а

Если катет прямоугольного 
треугольника равен поло­
вине гипотенузы, то угол, 
противолежащий этому ка­
тету, равен 30°

СООТНОШЕНИЕ М ЕЖ ДУ СТОРОНАМИ И УГЛАМИ ТРЕУГОЛЬНИКА
В треугольнике:
1) против большей стороны лежит больший угол;
2) против большего угла лежит большая сторона

НЕРАВЕНСТВО ТРЕУГОЛЬНИКА
В треугольнике каждая сторона меньше суммы двух других сторон

Контрольные вопросы
1. Дайте определение треугольника.
2. Какие фигуры называются равными?
3. Сформулируйте и докажите первый признак равенства треуголь­
ников.
4 . Сформулируйте и докажите теорему о существовании и един­
ственности прямой, перпендикулярной данной.
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5. Дайте определение перпендикуляра и расстояния от точки до пря­
мой.
6. Сформулируйте и докажите второй признак равенства треуголь­
ников.
7. Дайте определение равнобедренного треугольника. Как называют­
ся его стороны?
8. Сформулируйте и докажите свойство углов равнобедренного тре­
угольника.
9. Сформулируйте и докажите признак равнобедренного треугольника.

10. Дайте определение равностороннего треугольника. Сформулируй­
те его свойство и признак.
11. Дайте определения медианы, биссектрисы и высоты треугольника.
12. Сформулируйте и докажите свойство медианы, биссектрисы и вы­
соты равнобедренного треугольника.
13. Сформулируйте и докажите третий признак равенства треуголь­
ников.
14. Объясните по рисунку, какие углы при двух прямых и секущей 
называются внутренними накрест лежащими, внутренними односто­
ронними, соответственными.
15. Сформулируйте и докажите признак параллельности двух прямых, 
пересеченных третьей. Сформулируйте следствия из этой теоремы.
16. Сформулируйте теорему о существовании и единственности пря­
мой, параллельной данной, и докажите существование такой прямой.
17. Сформулируйте и докажите свойства углов, образованных при 
пересечении параллельных прямых секущей.
18. Докажите теорему о расстояниях от точек прямой до параллель­
ной ей прямой. Дайте определение расстояния между параллельными 
прямыми.
19. Сформулируйте и докажите теорему о сумме углов треугольника. 
Сформулируйте следствия из этой теоремы.
20. Назовите виды треугольников по величине углов.
21. Дайте определение внешнего угла треугольника.
22. Сформулируйте и докажите теорему о внешнем угле треугольника.
23. Как называются стороны прямоугольного треугольника?
24. Сформулируйте признаки равенства прямоугольных треугольни­
ков. Докажите равенство прямоугольных треугольников по гипотенузе 
и катету.
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25. Сформулируйте свойство прямоугольного треугольника с углом 30°.
26. Сформулируйте и докажите теорему о сравнении сторон и углов 
треугольника. Сформулируйте следствия из этой теоремы.
27. Сформулируйте и докажите неравенство треугольника.

Дополнительные задачи
511. Докажите равенство треугольников АВС и А 1В1С1, если:

а) А В  = А 1В1, А А  = А А 1 = 85°, А В  = 40°, АСХ=ЬЬ°\
б) А В  = А 1В1, ВС = В1С1, А В  = 30°, ^ = 7 2 ° ,  ^ С х =78°.

512. Через вершины треугольника проведены прямые, параллельные 
противолежащим сторонам. Сколько треугольников, равных данному, 
при этом образовалось? Докажите их равенство.
513. Угол одного из двух равных треугольников равен сумме двух 
углов другого треугольника. Докажите, что данные треугольники пря­
моугольные.
514. В треугольниках АВС и МУХ' А В  = МЫ, А А  = А М , А В ф АЫ.  
Может ли треугольник АВС  быть равным треугольнику с вершина­
ми М, У, К ?
515. Треугольник пересекается четырьмя параллельными прямыми. 
Докажите, что по крайней мере одна из них не проходит через вершину 
треугольника.
516. Стороны треугольника лежат на прямых, углы между которыми 
равны 20°, 30° и 50°. Найдите углы треугольника.
517. Могут ли биссектрисы двух углов треугольника быть взаимно пер­
пендикулярными? Ответ обоснуйте.
518. Докажите, что две высоты треугольника не могут точкой пере­
сечения делиться пополам.
519. Докажите равенство равнобедренных треугольников по боковой 
стороне и углу при основании.
520. Треугольники АВС, ВСВ и ВСЕ равносторонние. Докажите:

а) параллельность прямых АЕ  и ВТ);
б) равенство треугольников АВВ  и ЕВВ;
в) равенство треугольников АВЕ  и ЕВА.

Найдите углы треугольника АВЕ.
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521. Треугольники АБС и АБХС равны, причем точки В и В1 лежат 
по разные стороны от прямой АС. Докажите, что перпендикуляры, про­
веденные из точек В и Бх к прямой АС, имеют общее основание.
522. Прямая СП перпендикулярна отрезку АВ  и проходит через его 
середину. Докажите равенство треугольников АСП и БСП.
523. Прямые а и Ь параллельны, если любая прямая, пересекающая 
прямую а, пересекает и прямую Ъ. Докажите.
524. Точки А и Б лежат по одну сторону от прямой а на равных рас­
стояниях от нее. Докажите, что А В \\а .
525. Равные отрезки АВ  и СП пересекаются в точке О и делятся ею 
в отношении А О : ОБ = СО: ОП. Прямые АП и ВС пересекаются в точ­
ке М. Докажите, что треугольник ПМБ равнобедренный.
526. Один из углов треугольника равен а . Найдите угол между пря­
мыми, которые содержат высоты, проведенные из вершин двух других 
углов.
527. Угол между высотой и биссектрисой, проведенными из вершины 
одного из углов треугольника, равен половине разности двух других 
углов треугольника. Докажите.
528. Медиана А М  треугольника АБС перпендикулярна его биссектри­
се ВЬ. Найдите ВС, если А В  = 3 см.
529. Перпендикуляр, проведенный из вершины А треугольни­
ка АБС к медиане ВМ, делит эту медиану пополам. Найдите АВ, 
если АС = 10 см.
530. Через вершины А и С треугольника АБС проведены прямые, 
перпендикулярные биссектрисе угла АБС и пересекающие лучи ВС 
и БА в точках К  и М  соответственно. Найдите длину стороны АВ, если 
А М  = 2 см, ВС = 7 см. Сколько решений имеет задача?
531. В треугольнике АБС А В  < ВС < АС. Один из углов треугольника 
вдвое меньше второго угла и на 100° меньше третьего. Найдите угол Б.
532. Докажите, что расстояние между любыми двумя точками, лежа­
щими на сторонах треугольника, не превышает его наибольшую сторону.
533. Определите, сколько треугольников можно составить из отрезков 
длиной:

а) 2, 3, 4, 5;
б) 2, 3, 4, 5, 6, 7.

159



Раздел II. Треугольники. Признаки равенства треугольников

ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Аксиомы Евклида. Аксиомы, сформулированные Евкли­

дом, легли в основу современной геометрии. Ученые на протя­
жении более двух тысяч лет исследовали, возможно ли дока­
зать некоторые из евклидовых постулатов (аксиом), опираясь 
на другие. Особое внимание вызывала аксиома параллель­
ных прямых (аксиома Евклида). Среди великих геометров 
прошлого не было, пожалуй, ни одного, кто не попытался бы 
доказать ее как теорему. И только в начале XIX в. выдаю­
щийся русский математик Николай Иванович Лобачевский 
(1792—1856) доказал, что эту аксиому невозможно вывести 
из других аксиом.

|  А ф и н с к а я  ш к о л а  (и т а л . 8сио1а  сИ А 1епё) —  
ф р е с к а  р а б о т ы  Р а ф а э л я  в В а т и к а н с к о м  
д в о р ц е .



Итоги

Неевклидова геометрия. Лобачевский создал 
другую, неевклидову геометрию. По Лобачевскому 
прямая, параллельная данной прямой и проходящая 
через данную точку вне ее, не является единствен­
ной. Большинство современников это открытие не 
приняли. Такая же судьба постигла и работы дру­
гих ученых, получивших аналогичные результаты: 
венгра Яноша Больяи (1802-1860) и немца Карла 
Гаусса (1777-1855). И только через столетие неевкли­
дова геометрия была признана и оценена как выда­
ющееся научное открытие.

Становление геометрической аксиоматики.
В XX в. исследования вопросов аксиоматического 
построения геометрии вышли на качественно но­
вый уровень. Немецкий математик Давид Гильберт 
(1862—1943) обобщил и усовершенствовал систему 
евклидовых аксиом. Авторский вариант геометри­
ческих аксиом, разработанный на основе трудов Ев­
клида и Гильберта, предложил наш соотечественник 
Алексей Васильевич Погорелов (1919—2002).

Геометрия треугольников. Евклид ввел поня­
тие о равенстве геометрических фигур, совмещае­
мых наложением. В исследованиях древнегреческих 
геометров многие задачи и теоремы сводились к до­
казательству равенства треугольников (доказатель- Давид Гильберт 
ство второго признака равенства треугольников при­
писывают Фалесу). Грекам была известна и теорема 
о сумме углов треугольника (впервые она встречается 
в комментариях Прокла к «Началам» Евклида).

Н. И. Лобачевский

Геометрия треугольника стала осно­
вой для изучения более сложны ви­
дов многоугольников, которые можно 
разбить на треугольники.
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Раздел II. Треугольники. Признаки равенства треугольников

Тематика сообщений и рефератов к разделу II
1. Евклид Александрийский — родоначальник современной гео­
метрии.
2. Н. И. Лобачевский — реформатор геометрической науки.
3. Признаки равенства для различных видов треугольников. При­
кладные задачи, связанные с равенством треугольников.
4. Неравенства в треугольнике и их следствия. Кратчайшие пути на 
плоскости.
5. Доказательство и опровержение. Логические основы теории аргу­
ментации.
6. Деление и классификация понятий.

Рекомендованные источники информации
1. Бевз Г. П. Геометр1я трикутника. — К. : Генеза, 2005.
2. Гетманова А. Д. Логика. — М. : Дрофа, 1995.
3. Глейзер Г. И. История математики в школе. VII—VIII кл. — М. : 
Просвещение, 1982.
4. Интернет-библиотека МЦНМО. ЬПр:/Атмг. т е с т е , ги/  1'гее-Ьоокз/
5. К уш тр I. А. Трикутник 1 тетраедр в задачах. — К. : Рад. шк., 
1991.
6. Математична хрестоматия. Т. 1, 2. — К. : Рад. шк., 1970.
7. Холодковський В. Микола 1ванович Лобачевський. — К. : Рад. 
шк., 1950.
8 . Шарыгин И. Ф. Геометрия 7-9. —  М. : Дрофа, 1997. 

Видеоматериалы к разделу II
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П усть в природе не существовало бы ни одного круга  
или треугольника, и все-таки истины, доказанные 
Евклидом, навсегда сохранили бы свою достоверность 
и очевидность.

Дэвид Юм, 
английский философ

В предыдущих главах вы знакомились с ос­
новными геометрическими фигурами, устанавли­
вали особенности этих фигур и их взаимное распо­
ложение. Но на практике довольно часто приходит­
ся решать «обратную» задачу — по определенным 
особенностям находить фигуру, обладающую ими. 
Именно таково содержание задач на построение, 
которые будут рассматриваться в этом разделе.

Еще в работах древнегреческих математиков 
описаны задачи на построение и методы их реше­
ния.

Многие из этих задач составляют классику 
евклидовой геометрии. Кроме практической цен­
ности, такие задачи представляют значительный 
исследовательский интерес, поскольку в ходе их 
решения определяются новые особенности постро­
енных фигур.



Окружность и круг

19.1. Определение окружности 
и ее элементов

Пусть на плоскости отмечена точка О. По­
пробуем определить, где располагаются все точки, 
удаленные от точки О на одинаковое расстояние Е 
(рис. 162). Очевидно, что от точки О можно отло­
жить бесконечно много отрезков длиной Е. Концы 
всех таких отрезков на плоскости образуют окруж­
ность — фигуру, уже известную из курса математики.

Определение

Окружностью называется геометрическая фигура, 
состоящая изо всех точек плоскости, удаленных от 
данной точки (центра окружности) на одинаковое
расстояние.

Иначе говорят, что все точки окружности 
равноудалены от ее центра.
Определение

Кругом называется часть плоскости, ограниченная
окружностью и содержащая ее центр.

Рис. 162. Расположение 
точек плоскости, удален­
ных от точки О на рас­
стояние Е

Рис. 163. Окружность 
и круг

Иначе говоря, круг состоит из всех точек пло­
скости, удаленных от данной точки (центра круга) 
на расстояние, не превышающее заданного.

На рис. 163 заштрихованная часть плоскости — 
круг, ограниченный окружностью с тем же центром. 
Отметим, что центр окружности и круга является 
точкой круга, но не является точкой окружности. 
Определение

Радиусом окружности (круга) называется расстояние 
от центра окружности до любой ее точки.

Радиусом также называется любой отрезок, 
соединяющий точку окружности с ее центром.

144
Рад1ИУ< от гатинского

«радиуС» -  луч, спица
Хо|эда -  от греческс го

а«хс рде» - ст эуна, тетив

Диам етр - т грече с кого

«дИЭ» -  НЭСКВ031 и «ме

трэо» I-" измеряю изк е-

ряющ ИЙ а о .возь; г ругое

значение этого сЛ О Еза -

ПС>пе(:)еч1- ик
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Раздел III. Окружность и круг

Рис. 164. Хорда, радиус 
и диаметр окружности

На рис. 162 ОАр ОАг, ... — радиусы окружности 
с центром О. Как правило, радиус обозначается 
буквой Е  (или г).

Определение

Хордой называется отрезок, соединяющий две точ­
ки окружности.
Диаметром называется хорда, проходящая через 
центр окружности.

На рис. 164 изображены две хорды окруж­
ности, одна из которых является ее диаметром. 
Обычно диаметр обозначают буквой с1. Очевидно, 
что диаметр вдвое больше радиуса, то есть й = 2Е.

Построение окружности выполняют с помо­
щью циркуля.

19.2. Свойство диаметра, 
перпендикулярного хорде

Г
Опорная за. ...

дача
____1___V Диаметр, перпен;окулярный хорд« прохо;дит че“

эеэ е<г с ередину. Д<эк а ж и те .

( Т Решение___ 1___ 1___ 1___
П у с т ь с ь — ДИ а м е тр о к эужнос:т и С ден тро м  О, АВ

/ х о р д а ЭТОЙ э к р у ж н о с ти , А В ± С Ь Д<экажелЛ, ч то м
/

О то ч ка П ерес еч<гн и я с>тр 23К эв А В и С Ь — с е эе/дин а
отрезн;а А В.

А \ м У Б В слу1нае, к о гд а  х о р д з А В  с а м а  яе
____1____1____1

ш я е т с я  д и а м е т р о м ,
6___1

то ч ка1 УИ с о в п а д а е т  с ц ен тр о м О и у тв е р ж д е н и е  за-

1э д а ч и  о ч е в и д н о . П у с т ь  хо р д
1___1___ 1... .1_ Ю А В  не являет

I
ся ДИ<зме

Ри : .  165 тр с м ,р и с . 1 6 5 ). П р о в е д е м р а д и у с ы  ОА и ОВ.
Тог■да в равнобед эе н н о м  1■ре'/ГОЛЬНш к е  А О В  ве>1СС-

та ОЛ/1 я в л я е т ся м е д и дне й. И т а к , А И В М , ч т о
и т ре(.)ОВ<зл е сь ДО <аз<зть
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§19. Окружность и круг

Докажите самостоятельно еще одно утверждение (опорное): 
диаметр окружности, проведенной через середину хорды, не являющ ей­
ся диаметром, перпендикулярен этой хорде.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
534. Даны окружность радиуса Е  с центром О и точка А . Сравни­
те Е  с длиной отрезка ОА, если точка А:

а) лежит на данной окружности;
б) лежит внутри круга, ограниченного данной окружностью;
в) не принадлежит кругу, ограниченному данной окружностью.

535. Сколько общих точек с окружностью имеет:
а) луч, началом которого является центр окружности;
б) прямая, проходящая через центр окружности?

536. Точка пересечения двух диаметров окружности соединена с точ­
кой окружности. Какую длину имеет полученный отрезок, если диа­

окружности равен (Р.
Две хорды окружности имеют общий конец. Могут ли обе они 
диаметрами?

Графические упражнения
Начертите окружность с центром О и радиусом 3 см.
а) Проведите в этой окружности радиус, диаметр и хорду, не яв­
ляющуюся диаметром. Какой из этих отрезков не проходит через 
центр окружности?
б) Выделите на рисунке отрезок, длина которого равна 6 см.
в) Отметьте внутри окружности точку, не совпадающую с точ­
кой О. Сколько радиусов, диаметров, хорд можно провести через 
отмеченную точку?
Начертите окружность. Сотрите изображение центра окруж­

ности и вырежьте круг из бумаги. С помощью сгибаний получен­
ного шаблона восстановите центр окружности.

метр
537.
быть

538.

^  539.
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Раздел III. Окружность и круг

Письменные упражнения 
Уровень А

540. Найдите диаметр окружности, если он на 8 см больше радиуса 
этой окружности.
541. Диаметр циферблата часов равен 11 см. Найдите длину минут­
ной стрелки.
542. Отрезки АС и В В  — диаметры окружности с центром О.

а) Докажите равенство треугольников АО В  и СОН.
б) Найдите периметр треугольника СОН, если АС = 14 см, 
А В  = 8 см.

543. Отрезки О А  и ОВ— радиусы окружности с центром О, причем 
А  АО В  = 60°. Найдите периметр треугольника АОВ, если А В  = 5 см.

Уровень Б
544. Из одной точки окружности проведены диаметр и хорда, равная 
радиусу окружности. Найдите угол между ними.

ф  545. Из одной точки окружности проведены две хорды, равные ра­
диусу окружности. Найдите угол между ними.
546. На рис. 166 отрезки А В  и СН — равные 
хорды окружности с центром О. Докажите ра­
венство углов АОС и ВО О.

^  547. Отрезок А В  — диаметр окружности 
с центром О, АС и СВ — равные хорды этой 
окружности. Найдите угол СОВ.
548. Докажите, что равные хорды окружно­
сти равноудалены от ее центра.
549. Сформулируйте и докажите утвержде­
ние, обратное утверждению задачи 548.
550. Докажите, что диаметр является наибольшей хордой окружности.

Уровень В
551. Если одна из двух перпендикулярных хорд точкой пересечения 
делится пополам, то вторая хорда является диаметром окружности. 
Докажите.
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§19. Окружность и круг

552. Расстояние от центра окружности О до хорды А В  вдвое меньше 
радиуса окружности. Найдите угол АОВ.

Ъ  553. Расстояние от центра окружности О до хорды А В  вдвое мень­
ше хорды АВ. Найдите угол АОВ.
554. Две хорды окружности взаимно перпендикулярны. Докажите, 
что расстояние от центра окружности до точки их пересечения равно 
расстоянию между серединами этих хорд.

❖  555. Хорды, пересекающие диаметр в точках, которые делят эти 
хорды пополам, параллельны. Докажите.

Повторение перед изучением §20  

Теоретический материал
• существование и единственность 

перпендикуляра к прямой

• медиана, биссектриса и высота 
равнобедренного треугольника

• сумма углов треугольника

• свойства и признаки

 ̂ О  и. 9.1; 12.2^

[ С  п. 16.1; 13.2^

Задачи
556. Докажите, что прямые а и Ь, перпендикулярные параллельным 
прямым с и с/, отсекают на этих прямых равные отрезки.
557. В треугольнике АВС А В  = 130°, АО — высота треугольника. 
Найдите углы треугольника АВХ).
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Касательная к окружности, 
ее свойство и признак

20.1. Определение и свойство 
касательной

Рис. 167. Секущая и каса­
тельная к окружности

Любая прямая, проходящая через точки 
окружности, называется секущей; ее отрезок, ле­
жащий внутри окружности, является хордой. На 
рис. 167 хорда СВ — отрезок секущей Ъ. Рассмо­
трим теперь прямую, имеющую с окружностью 
только одну общую точку.
Определение

Касательной к окружности называется прямая, име­
ющая с окружностью единственную общую точку.

Общая точка касательной и окружности на­
зывается точкой касания. На рис. 167 прямая а 
является касательной к окружности с центром О. 
Иначе говоря, прямая а касается окружности с цен­
тром О в точке А .

Определим взаимное расположение касатель­
ной и радиуса окружности, проведенного в точку 
касания.

Рис. 168. К доказательству 
свойства касательной

теорема (свойство касательной)
Касательная к окружности перпендикулярна радиусу, 
проведенному в точку касания.

Доказательство
□ Пусть прямая а касается окружности 

с центром О в точке А  (рис. 168). Докажем, что 
О А В а . Применим метод доказательства от про­
тивного.

Пусть отрезок ОА не является перпендику­
ляром к прямой а. Тогда по теореме о существо­
вании и единственности перпендикуляра к прямой 
из точки О можно провести перпендикуляр ОВ 
к прямой а.
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§20. Касательная к окружности, ее свойство и признак

На луче А В  от точки В  отложим отрезок ВС, 
равный АВ, и соединим точки О и С. Поскольку по 
построению отрезок ОВ — медиана и высота тре­
угольника АОС, то этот треугольник равнобедрен­
ный с основанием АС, то есть ОА = ОС. Таким об­
разом, расстояние между точками О и С равно ради­
усу окружности, и, по определению радиуса, точка С 
должна лежать на данной окружности. Но это проти­
воречит определению касательной, поскольку А  — 
единственная общая точка окружности с прямой а. 
Из этого противоречия следует, что наше предполо­
жение неверно, то есть ОА _1_ а. Теорема доказана. ■

20.2. Признак касательной
Докажем теорему, обратную предыдущей.

Теорема (признак касательной)
Если прямая проходит через точку окружности перпен­
дикулярно радиусу, проведенному в эту точку, то она 
является касательной к окружности.

Доказательство
□ Пусть прямая а проходит через точ­

ку А , лежащую на окружности с центром О, 
причем О А Т а. Докажем, что а — касательная 
к окружности. Согласно определению касательной 
нам необходимо доказать, что окружность имеет 
с прямой а единственную общую точку. Снова 
применим метод доказательства от противного.

Пусть прямая а имеет с окружностью об­
щую точку В, отличную от А  (рис. 169). Тогда из 
определения окружности ОА = ОВ как радиусы, 
то есть треугольник АОВ  равнобедренный с ос­
нованием АВ. По свойству углов равнобедренного 
треугольника АО ВА = АОАВ = 90°, что противо­
речит теореме о сумме углов треугольника.

Следовательно, точка А  — единственная 
общая точка окружности и прямой а, значит, 
прямая а — касательная к окружности. Теорема 
доказана. Ш

В А

Рис. 169. К доказатель­
ству признака каса­
тельной
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Рис. 170. Отрезки каса­
тельных, проведенных 
к окружности из точки А

20.3. Свойство отрезков касательных
Пусть даны окружность с центром О и точ­

ка А , не принадлежащая кругу, ограниченному 
данной окружностью (рис. 170).

Через точку А  можно провести две касатель­
ные к данной окружности. Отрезки, соединяющие 
данную точку А  с точками касания, называют 
отрезками касательных, проведенных из точки А  
к данной окружности. На рис. 170 А В  и АС — 
отрезки касательных, проведенных к окружности 
из точки А .

\ з Опорная задача
От )езки касапельньхх, п )ОВ еден иых из данной

точки к окр>уж НОС:ти, равны. Дока;ките.
Решение

Пусть А В  и А С - 01■резки касатель>НЬ]:х' преэведен-
__ ных к__ 1__ окружности с центроМ О ИЗ ТОЧК1/ А (рис. 170).

Рассмсэтрим треугэльни ки А О В и АОС.1 1 п<5 СВОЙСТВУ
касательной ОВ 1 /16, ОС  1 АС, то (.»сть эти тре- г
угольники являются прямоуг эльными с оби*ей ги-
потенузой А О  и равными катетами (О В = ОС ка)<ра-
диусы окружности). Следовательно, А А О В = А АО С
по гипотенузе и катету, откуда А В = АС.

20.4*. Касание двух окружностей
Определение

Две окружности, имеющие общую точку, касаются
в этой точке, если они имеют в ней общую касательную.

Общая точка двух окружностей в таком 
случае называется точкой касания окружностей.

Различают два вида касания окружностей: 
внутреннее и внешнее.
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Касание окружностей называется внутрен­
ним, если центры окружностей лежат по одну 
сторону от общей касательной, проведенной через 
точку касания (рис. 171, а);

Касание окружностей называется внешним, 
если центры окружностей лежат по разные сторо­
ны от общей касательной, проведенной через точку 
касания (рис. 171, б).

По свойству касательной радиусы таких 
окружностей, проведенные в точку касания, пер­
пендикулярны общей касательной. Из теоремы 
о существовании и единственности прямой, пер­
пендикулярной данной, следует, что центры ка­
сающихся окружностей и точка касания окруж­
ностей лежат на одной прямой.

Касающиеся окружности имеют единствен­
ную общую точку — точку касания.

Если такие окружности имеют радиусы Е  
и г (К > г), то расстояние между центрами окруж­
ностей равно Е - г  в случае внутреннего касания 
и Е  +г в случае внешнего касания.

а

Рис. 171. Касание двух 
окружностей:
а) внутреннее;
б) внешнее

Вопросы и задачи

Устные упражнения
558 . Прямая А В  касается окружности с центром О в точке А . Может 
ли треугольник ОАВ иметь тупой угол?
559. Сколько касательных к данной окружности можно провести через 
точку, которая лежит:

а) на данной окружности;
б) внутри круга, ограниченного данной окружностью?

560 . А В  и АС — отрезки касательных, проведенных из точки А  
к данной окружности. Определите вид треугольника АВС.
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561. Расстояние между центрами двух касающихся окружностей, 
имеющих радиусы Б, и В2, равно <1- Определите, является ли каса­
ние данных окружностей внутренним или внешним, если:

а) К1 = 8 см, В2 = 2 см, й = б см;
б) В, = 3 см, В2 = б см, (1 = 9 см.

Графические упражнения
562 . Начертите окружность с центром О и отметьте на ней точку А .

а) С помощью угольника проведите через точку А  касательную 
к данной окружности. Какая теорема при этом используется?
б) Проведите хорду АВ, не являющуюся диаметром. Проведите 
касательную к окружности в точке В. Отметьте точку С — точ­
ку пересечения двух касательных — и сравните длины отрез­
ков АС и ВС.

563. Начертите окружность с центром О и радиусом 2,5 см.
а) Отметьте на окружности точку А  и начертите окружность 
с центром К  и радиусом 1,5 см, касающуюся данной окружности 
в точке А  внешним образом.
б) Проведите общую касательную построенных окружностей. 
Под каким углом она пересекает прямую ОК?

Письменные упражнения 
Уровень А
Прямая А В  касается окружности с центром О в точке А . Най-

а) угол ОБА, если А  АО В  = 20°;
б) радиус окружности, если АА О В  = 45°, А В  = 8 см.
П рямая А В  касается окружности с центром О в точке А .

Найдите углы ОБА и АО В , если ОА = АВ .
566 . Через точку окружности проведены касательная и хорда, равная 
радиусу окружности. Найдите угол между ними.
567. В окружности с центром О проведена хорда АВ, причем 
АА О В  = 120°. Найдите угол между этой хордой и касательной, 
проведенной к  окружности в точке В.

564 .
дите:

^  565.
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568 . На рис. 170 А ВОС = 150°. Найдите угол ВАС.
569. На рис. 170 АВАС = 50°. Найдите угол ВОС.
570. Радиусы двух касающихся окружностей равны 14 см и 11 см. 
Найдите расстояния между центрами окружностей в случаях внут­
реннего и внешнего касания.

Уровень Б
571. Докажите, что касательные, проведенные к концам диаметра 
окружности, параллельны.
572. Радиус, проведенный в точку касания окружности с п ря­
мой а, делит пополам хорду АВ. Докажите, что А В  || а.
573. Окружность касается сторон неразвернутого угла. Докажите, что 
центр окружности лежит на биссектрисе угла.
574. Через концы хорды АВ, равной радиусу окружности, прове­
дены касательные, пересекающиеся в точке С. Найдите угол АСВ.
575. Прямые А В  и АС  касаются окружности с центром О в точ­
ках Б  и С. Найдите угол ВАС , если АОВС = 40°.
576. Две окружности, расстояние между центрами которых рав­
но 8 см, касаются внутренним образом. Радиус одной из окружно­
стей равен 10 см. Какую длину может иметь радиус второй окруж­
ности?
577. Две окружности, расстояние между центрами которых рав­
но 8 см, касаю тся внеш ним образом. Н айдите диаметры этих 
окружностей, если их разность равна 4 см.

Уровень В
578. Докажите, что:

а) три касательные к одной окружности не могут пересекаться 
в одной точке;
б) прямая не может пересекать окружность более чем в двух 
точках.

579. Прямые А В  и АС  касаются окружности с центром О в точках В 
и С. Найдите радиус окружности, если АВОС = 120°, АО = 30 см.
580 . Прямые А В  и АС  касаются окружности с центром О в точ­
ках Б  и С. Найдите расстояние АО, если А В  = 7 см, АА В С  = 30°.

175



Раздел III. Окружность и круг

581. Даны две окружности. Найдите радиус третьей окружности, ко­
торая касается двух данных и имеет центр на прямой, проходящей 
через их центры, если радиусы данных окружностей и расстояние 
между их центрами равны соответственно:

а) 5, 2 и 1;
б) 3, 4 и 5.

Для каждого случая найдите все возможные решения.

Повторение перед изучением §21

Теоретический материал
• измерение отрезков

• измерение углов

• неравенство треугольника

О  п. 2.3; 3.3

О  п. 18.2

Задачи
582 . Докажите, что в равностороннем треугольнике:

а) любые две медианы пересекаются под углом 60°;
б) расстояния от вершин до прямых, содержащих противолежа­
щие стороны, равны.

583. Прямая I пересекает отрезок А В  в его середине. Докажите, что 
расстояния от точек А и Б  до прямой I равны.
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задача на построение и ее решение. 
Основные задачи на построение

21.1. ч то  такое задачи на построение?
Задачи на построение представляют собой 

отдельный класс геометрических задач, решение 
которых подчиняется определенным правилам.

Цель решения этих задач — построение гео­
метрических фигур с заданными свойствами с по­
мощью чертежных инструментов. Если в условии 
задачи нет специальных примечаний, то имеются 
в виду построения с помощью циркуля и линейки. 

С помощью линейки  можно провести:
• произвольную прямую;
• прямую, проходящую через данную точку;
• прямую, проходящую через две данные точки. 

Заметим, что никаких других построений
линейкой выполнять нельзя. В частности, с помо­
щью линейки нельзя откладывать отрезки задан­
ной длины.

С помощью циркуля  можно:
• провести окружность (часть окружности) 

произвольного или заданного радиуса с про­
извольным или заданным центром;

• отложить от начала данного луча отрезок за­
данной длины.
Кроме того, можно отмечать на плоскости 

точки и находить точки пересечения прямых 
и окружностей.

Все перечисленные операции называют эле­
ментарными построениями, а решить задачу на по­
строение — это значит найти последовательность эле­
ментарных построений, после выполнения которых 
искомая фигура считается построенной, и доказать, 
что именно эта фигура удовлетворяет условию задачи.

Итак, решение задач на построение заключа­
ется не столько в самом построении фигуры, сколь­
ко в нахождении способа ее построения и доказа­
тельстве того, что полученная фигура — искомая.
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21.2 Основные задачи на построение
Если каждый шаг построений описывать 

полностью, решение некоторых задач может ока­
заться довольно громоздким. С целью упрощения 
работы выделяют несколько важнейших задач, 
которые считаются основными и не детализируют­
ся каждый раз при решении более сложных задач.

ПОСТРОЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКА ПО ДАННЫМ СТОРОНАМ
а

ь
с

Пусть даны отрезки длиной а, Ъ и с. 
Построим треугольник со сторонами а, 
Ъ и с.

------------ 2-----------1-А  \В

Проведем произвольный луч и отметим на нем 
точку А . Раствором циркуля, равным а, по­
строим окружность с центром А . Пусть В  — 
точка пересечения этой окружности с лучом.

С
X

А  |в

Раствором циркуля, равным Ь, опишем окруж­
ность с центром А , а раствором циркуля, рав­
ным с ,— окружность с центром В. Пусть С — 
точка пересечения этих окружностей.

С Проведем отрезки АС  и ВС. По построению 
треугольник АВС  имеет стороны длиной а, 
Ъ и с, то есть треугольник АВС  искомый1.

1 По данным задачи можно построить четыре разных треугольника с общей сторо­
ной АВ. По третьему признаку эти треугольники равны, то есть совмещаются наложе­
нием. В таких случаях решением задачи считают любой из этих равных треугольников.
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Отметим, что эта задача имеет решение при 
условии, что длины отрезков а, Ъ и с удовлетво­
ряют неравенству треугольника.

С помощью описанных операций несложно 
решить задачу о построении угла, равного дан­
ному неразвернутому углу  А. Для этого доста­
точно отложить на сторонах данного угла А  от­
резки А И и АС  и построить треугольник, равный 
треугольнику АВС.

ПОСТРОЕНИЕ БИССЕКТРИСЫ УГЛА
Пусть дан неразвернутый угол с вершиной А. 
Построим его биссектрису.

в Х

А  сТ

С помощью циркуля построим окружность 
произвольного радиуса с центром А . Пусть В 
и С — точки пересечения этой окружности со 
сторонами данного угла.

Построим окружности того же радиуса с цен­
трами Б  и С. Пусть В  — точка пересечения 
этих окружностей.

ж -

Проведем луч АО. По построению А А В В  = 
= А А С В  (по третьему признаку). Отсюда 
Д ВАВ = Д С А В , то есть А В  — биссектриса 
данного угла А.
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ПОСТРОЕНИЕ ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОЙ ПРЯМОЙ

а Пусть даны прямая а и точка О. Построим 
прямую, проходящую через точку О и перпен­
дикулярную прямой а. Рассмотрим два слу­
чая.

о

• о

а

Точка О лежит на прямой а

1 .  1
Построим окружность произвольного радиуса 
с центром О. Пусть А и Б  — точки пересече­
ния этой окружности с прямой а.Ат о  1в а

?
Построим окружности радиуса А В  с центра­
ми А и Б. Пусть С — одна из точек их пере­
сечения. Проведем прямую через точки С и О.

А1 о  1в а

По построению отрезок СО — медиана равно­
стороннего треугольника АВС, которая явля­
ется также его высотой. Итак, С 01-А В , то 
есть прямая СО искомая.

А1 о  1в а

Точка О не лежит на прямой а

О•

\  / а

Построим окружность с центром О, которая 
пересекает прямую а в точках А и Б.

А _____
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О•

\  У а 
А ^ / В

X
От

Построим окружности того же радиуса с цен­
трами А  и В. Пусть Ог — точка пересечения 
этих окружностей, причем точки О и  0 1 лежат 
по разные стороны от прямой а.

С)

С \ 1 а

Проведем прямую 0 0 г Пусть С — точка пе­
ресечения прямых 0 0 х и а. По построению 
А А 0 0 1 = А В 0 0 1 (по третьему признаку). От­
сюда ААОС = АВОС. Тогда ОС — биссектри­
са равнобедренного треугольника АОВ, про­
веденная к основанию. Она также является 
медианой и высотой треугольника. Следова­
тельно, ОС 1. а, то есть прямая 00 , искомая.

А Х .

(

У В

Отметим, что построенная прямая 0 0 , перпен­
дикулярна отрезку А В  и проходит через его середи­
ну. Такую прямую называют серединным перпенди­
куляром к отрезку.

Пользуясь описанными построениями, неслож­
но решить задачи на построение середины данного 
отрезка и на построение прямой, параллельной  
данной.

Для построения середины отрезка А В  достаточ­
но провести две окружности радиуса А В  с центрами 
в точках А  и В  (рис. 172). Обозначив точки пересе­
чения этих окружностей через О и Ох, можно опреде­
лить середину отрезка А В  как точку пересечения пря­
мых А В  и 0 0 х, после чего провести доказательство, 
аналогичное доказательству предыдущей задачи.

Для построения прямой, проходящей через 
данную точку О параллельно данной прямой а, до­
статочно провести через точку О прямую Ь, перпен­
дикулярную а, и прямую с, перпендикулярную Ь 
(рис. 173). Тогда а || с по теореме о двух прямых, пер­
пендикулярных третьей.

Рис. 172. Построение сере­
дины отрезка

С о
с

а г
ь

Рис. 173. Построение 
прямой, параллельной 
данной
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Таким образом, основными задачами на построение будем считать 
следующие:

1) построение треугольника по данным сторонам;
2) построение угла, равного данному неразвернутому углу;
3) построение биссектрисы данного неразвернутого угла;
4) построение прямой, проходящей через данную точку перпендикуляр­

но данной прямой;
5) построение серединного перпендикуляра к данному отрезку;
6) построение середины данного отрезка;
7) построение прямой, проходящей через данную точку параллельно 

данной прямой.
Если эти задачи применяются как вспомогательные при решении бо­

лее сложных задач, соответствующие построения можно подробно не опи­
сывать.

21.3. Решение задач на построение
Решение задач на построение состоит из четырех основных этапов: 

анализ, построение, доказательство, исследование.

ОБЩАЯ СХЕМА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ НА ПОСТРОЕНИЕ
1 Анализ Выполнение рисунка-эскиза искомой фигуры и уста­

новление связи между ее элементами и данными зада­
чи. Определение плана построения искомой фигуры.

2 Построение Осуществление плана, разработанного в ходе анализа.

3 Доказатель­
ство

Обоснование того, что построенная фигура имеет за­
данную форму, а размеры и расположение ее элемен­
тов удовлетворяют условию задачи.

4 Исследование1 Определение количества решений и условий 
существования искомой фигуры или обоснование 
невозможности ее построения.

Если задача достаточно проста, то отдельные этапы ее решения мож­
но проводить устно.
1 В некоторых задачах для исследования необходимы геометрические утверждения и соот­

ношения, изучаемые в 8-9 классах. В этих случаях исследования мы будем проводить 
в сокращенном виде или вообще опускать.
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§21. Задача на построение и ее решение. Основные задачи на построение

Рассмотрим на конкретных примерах некоторые методы решения за­
дач на построение.

—
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Раздел III. Окружность и круг

Сравним только что решенную задачу с задачей о доказательстве 
равенства треугольников по двум сторонам и медиане, проведенной к од­
ной из них (п. 13.1). Решая обе эти задачи, мы использовали треуголь­
ник АВ М , в котором все стороны известны по условию. Его рассмотрение 
помогло в задаче на доказательство получить необходимые соотношения 
для углов данных треугольников, а в задаче на построение — найти две 
вершины искомого треугольника. Треугольник А В М  называют вспомо­
гательным, а соответствующий метод решения — методом вспомогатель­
ного треугольника.

Решение задач на построение с помощью метода вспомогательного 
треугольника подробно рассмотрено в Приложении 2.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
584 . Опишите, как разделить:

а) данный отрезок на четыре равных отрезка;
б) данный угол в отношении 1 :3 .

585. Опишите, как построить:
а) угол 45°;
б) угол 135°.

Графические упражнения
586 . Решите в тетради или на экране компьютера основные задачи на 
построение. Выделите полужирными линиями исходные данные зада­
чи, пунктирными линиями — промежуточные построения, красным 
цветом — результаты решения.

Письменные упражнения 

Уровень А
587. Даны отрезки а и Ъ, причем а<Ь. Постройте отрезок длиной: 

а) За; б) Ъ-а; в) а + 2Ъ.
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588 . Даны острые углы а  и (3, причем а  < (3. Постройте угол с гра­
дусной мерой:

а) 0,5(3;
б) а+(3;
в) 2(3- а .

589. Постройте треугольник АВС  по следующим данным:
а) АБ = 4 см, ВС = Зсм, А В  = 45°;
б) А В  = б см, ВС = 10 см, АС = 8 см;
в) А В  = 3 см, А А  = 30°, А В  = 70°.

590. Постройте треугольник АВС  по следующим данным:
а) АС = 5 см, АБ = Зсм, АА = 60°;
б) А В  = 3 см, ВС = 5 см, АС = б см;
в) ВС = 4 см, АС  = 90°, А Б  = 60°.

591. Дан треугольник АВС. Постройте треугольник АБСХ, равный 
данному треугольнику.
592. Дан треугольник. Постройте все его:

а) медианы;
б) биссектрисы;
в) высоты, если данный треугольник остроугольный;
г) высоты, если данный треугольник тупоугольный.

593. Постройте:
а) отрезок, равный расстоянию между двумя данными параллель­
ными прямыми;
б) касательную, проходящую через данную точку окружности.

Уровень Б
594. Постройте угол 60°.
595. Постройте углы 120° и 30°.
596. Постройте равнобедренный треугольник по основанию и пери­
метру.
597. Постройте равнобедренный треугольник по основанию и высо­
те, проведенной к  основанию.
598. Постройте равнобедренный треугольник по боковой стороне и углу 
при основании.
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599. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и остро­
му углу.
600 . Постройте прямоугольный треугольник по катету и углу, проти­
волежащему данному катету.
601. Постройте равнобедренный треугольник по основанию и углу, 
противолежащему основанию.

Уровень В
602 . Постройте равнобедренный треугольник по боковой стороне и ме­
диане, проведенной к боковой стороне.
603 . Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведен­
ной к  третьей стороне.
604 . Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней углу 
и высоте, проведенной к этой стороне.
605 . Постройте треугольник по стороне, противолежащему ей углу 
и высоте, проведенной к  одной из двух других сторон.
606 . Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней углу 
и сумме двух других сторон.
607. Постройте треугольник по стороне, прилежащему к  ней углу 
и разности двух других сторон.

Повторение перед изучением §22  
Теоретический материал

• определение окружности
• перпендикуляр к прямой
• биссектриса угла

Задачи
О  § 9; п. 3.2

608 . На сторонах острого угла О отмечены точки А  и В, причем 
ОА = ОВ. Через эти точки проведены прямые, пересекающиеся в точ­
ке С. Докажите, что ОС — биссектриса данного угла, если:

а) АС  1  ОА, ВС А. ОВ;
б) А С 1 0 В , ВС 1  ОА.

609. Найдите расстояние между параллельными прямыми, если 
от секущей, пересекающей их под углом 30°, они отсекают отрезок дли­
ной 22 см.
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геометрическое место точек

22.1. Понятие о геометрическом месте точек
До сих пор мы описывали геометрические фигуры с помощью 

определений и устанавливали их особенности путем доказательства 
свойств и признаков, относящихся к фигуре в целом. Для случаев, ког­
да определенное свойство и соответствующий ему признак имеет каж­
дая точка фигуры, существует еще один способ описания.

Определение
Геометрическим местом точек (сокр ащ енно  ГМТ) на плоскости  назы вается 
ф и гу р а , которая со сто и т из всех точек пло ско сти , уд о влетво р яю щ и х о п р ед е­
лен н о м у условию .

Например, по определению окружность являет ся геометри­
ческим местом точек, удаленных от данной точки плоскости на 
одинаковое расстояние.

В определении ГМТ обратим внимание на слово «всех». Оно ука­
зывает на то, что для выяснения геометрического места точек недо­
статочно доказать, что точки указанной фигуры удовлетворяют опреде­
ленному условию (то есть установить свойство точек). Необходимо так­
же показать, что других точек, удовлетворяющих данному условию, на 
плоскости нет, то есть доказать соответствующий признак: если точка 
удовлетворяет указанному условию, то она принадлежит данной фигуре.

Иначе говоря, доказательство того, что некоторая фигура Р 
является геометрическим местом точек, удовлетворяющих усло­
вию Р, состоит из доказательства двух утверждений — прямого 
и обратного:

1) если определенная точка принадлежит фигуре Р, то она 
удовлетворяет условию Р;

2) если определенная точка удовлетворяет условию Р, то 
она принадлежит фигуре Р.

22.2. Основные теоремы о ГМТ
Часто геометрическим местом точек является прямая или часть 

прямой. Докажем две важные теоремы о ГМТ.
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С

с

Рис. 176. Т о ч к а  сер еди н ­
ного п е р п е н д и к у л я р а  
р а в н о у д а л е н а  от к онц ов  
о т р е зк а

Б

Рис. 177. Т о ч к а , р а в н о ­
у д а л е н н а я  от  к о н ц о в  
о т р е зк а , п р и н а д л е ж и т  
сер ед и н н о м у  п ер п ен д и ­
к у л я р у

Теорема (о серединном перпендикуляре)

Серединный перпендикуляр к отрезку является гео­
метрическим местом точек, равноудаленных от концов 
этого отрезка.

Доказательство
□ Нам необходимо доказать два утверж­

дения:
1) если точка принадлежит серединному пер­

пендикуляру к отрезку, то она равноудалена 
от концов этого отрезка;

2) если точка равноудалена от концов отрезка, 
то она принадлежит серединному перпенди­
куляру к этому отрезку.
Докажем первое из этих утверждений.
Пусть точка С лежит на прямой с, перпен­

дикулярной отрезку А В  и проходящей через его 
середину — точку О (рис. 176). В треугольни­
ке АСВ  отрезок СО — медиана и высота, значит, 
этот треугольник равнобедренный с основани­
ем АВ. Отсюда АС = ВС, то есть расстояния от 
точки С до концов отрезка А В  равны.

Случай, когда точки С и О совпадают, рас­
смотрите самостоятельно.

Докажем второе утверждение.
Пусть точка Б  равноудалена от точек А  

и В, то есть А Б  = В Б  (рис. 177). Тогда в равно­
бедренном треугольнике А Б В  отрезок БО  — 
медиана, проведенная к основанию, которая яв­
ляется также и высотой. Таким образом, пря­
мая БО  — серединный перпендикуляр к отрез­
ку АВ.

Случай, когда точки Б  и О совпадают, рас­
смотрите самостоятельно.

Теорема доказана. ■
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Теорема (о биссектрисе угла)

Биссектриса неразвернутого угла является гео­
метрическим местом точек внутренней области угла, 
равноудаленных от сторон этого угла1.

Доказательство
□ По аналогии с предыдущей теоремой дока­

жем сначала, что любая точка биссектрисы равно­
удалена от сторон угла.

Пусть даны неразвернутый угол с верши­
ной А  и точка В  на его биссектрисе (рис. 178). 
Проведем из точки В  перпендикуляры В В  и ВС 
к сторонам данного угла. По определению В В  
и ВС  — расстояния от точки В  до сторон угла А .

Прямоугольные треугольники ВВА  и ВСА 
имеют общую гипотенузу В А , А В А В  = АВАС  
по условию. Тогда Д  ВВА = А  ВСА  по гипотенузе 
и острому углу. Отсюда В  В = ВС, то есть точка В  
равноудалена от сторон данного угла.

Теперь докажем, что любая точка, равноуда­
ленная от сторон угла, принадлежит его биссек­
трисе. Пусть Р  — некоторая точка, равноудален­
ная от сторон угла А , то есть перпендикуляры РВ  
и РС, проведенные из точки Р  к сторонам данно­
го угла, равны (рис. 179). Соединим точки Р  и А . 
Тогда прямоугольные треугольники РВА  и РСА 
равны по гипотенузе и катету.

Отсюда Д РАВ = А  РАС , то есть луч А Р  — 
биссектриса угла А .

Теорема доказана. ■

Р и с .  178. Т о ч к а  би ссек ­
т р и с ы  у г л а  р ав н о у д ал ен а  
от  его  сторон

Р и с .  179. Т о ч к а , р ав н о у д а­
л е н н а я  от  сто р о н  у гл а , 
п р и н а д л е ж и т  его  би ссек ­
тр и се

1 З д есь  и  д а л е е , го в о р я  о т о ч к а х , р ав н о у д а л е н н ы х  от сторон  
у г л а , м ы  и м еем  в в и д у  т о ч к и , л е ж а щ и е  во в н у тр ен н ей  об­
л а с т и  у г л а  и  р ав н о у д ал ен н ы е  от п р я м ы х , с о д е р ж а щ и х  его 
сторон ы .
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22.3. Метод геометрических 
мест

Понятие ГМТ часто используется при реше­
нии задач на построение. Например, пусть необ­
ходимо построить точку, удовлетворяющую усло­
виям Рх и Р2. Если геометрическим местом точек, 
удовлетворяющих условию Д, является фигура Рг, 
а геометрическим местом точек, удовлетворяющих 
условию Р2, — фигура Р2, то искомая точка будет 
общей для фигур Рх и Р2, то есть точкой их пере­
сечения.

Рассуждения по такой схеме лежат в основе 
метода геометрических мест.

\ 5 Задача
____I___-Д____

Построите пряМО'/ГОльный ТРеугольник гю "ИП оте
нузе 1/ КС тетУ-

Реше ние
с Пусть В 1/1СК омеш пряМО IУГОЛЬ!ю н треуг’ОЛьнике АВС

а 1гипот< 1гнуза АВ гравна С,
----1----катет ВС травен / и

а  (рис. 80).
“ IПДля построен!.■

1Я
— I— ;а 30СП01тьзуемся — 1—  ме-

Рис. 18С птодом геометрических мест. Для этого на сто зоне
Iпрямого угла С отложим катет ВС, ВС = а (рис. 181).

Точка А должна принадлежать вгорой стс>роне пря-
в ,

мого угла и быть удаленн ЭИ от точки Г,В на рассто-
яние с, то есть А — точка пеэесечени я окружности

а С
Лс центром В ради'уса с со норой стороной п I 1рямого

угла. Построенные точки А, В и С являются верши-
п нами искомого прямоугольного треугольни ка АВС.

с / а
гчВ соответствии со следствием и---- 1---- 1---- 1---- -----1---- 1----13 теоремы о срав-

Зис. 181 нении ст Г— 1 I 1орон и углов треУ ГС)ЛЬ НИ!(а юдача И/мееТ

реииение при услсэвии с < с.
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вопросы и задачи

Устные упражнения
610. Фигура Р  — геометрическое место точек, удовлетворяющих ус­
ловию Р. Верно ли, что:

а) на плоскости существуют точки, удовлетворяющие усло­
вию Р, но не принадлежащие Р;
б) среди точек фигуры Р  есть точки, не удовлетворяющие усло­
вию В;
в) любая точка, удовлетворяющая условию Р , принадлежит 
фигуре Р?

611. Можно ли круг радиуса 5 см считать геометрическим местом 
точек, удаленных от центра этого круга на расстояние:

а) равное 5 см;
б) не более 5 см;
в) не менее 5 см;
г) не более 4 см?

612. Отрезок А В  равен 4 см. Можно ли считать серединный перпен­
дикуляр к этому отрезку геометрическим местом точек, которые:

а) удалены от А  и В на 2 см;
б) удалены от А и В на одинаковые расстояния;
в) являются вершинами равнобедренных треугольников с осно­
ванием А В ?

613. Луч ВВ — биссектриса угла АВС. Можно ли считать его гео­
метрическим местом точек, которые равноудалены:

а) от лучей ВА  и ВС; 
а) от прямых ВА  и ВС?

Графические упражнения
614. Начертите треугольник АВС.

а) Постройте геометрическое место точек, равноудаленных от 
вершин А и В.
б) Постройте геометрическое место точек, равноудаленных от 
сторон АС и АВ.
в) Отметьте точку пересечения построенных геометрических 
мест и опишите ее свойства.
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615. Начертите окружность с центром О и проведите хорду АВ, не 
являющуюся диаметром.

а) Постройте геометрическое место точек, равноудаленных от то­
чек А  и В. Проходит ли построенная прямая через точку О? По­
чему?
б) Постройте геометрическое место точек окружности, равноуда­
ленных от сторон угла АО В.

Письменные упражнения 

Уровень А
616. Дан отрезок АВ. Постройте геометрическое место точек С та­
ких, что треугольник АВС  равносторонний.

^  617. Дан луч ВС. Постройте геометрическое место точек А  таких, 
что угол АВС  прямой.
618. На географической карте Украины постройте точку, равноуда­
ленную от Чернигова, Луцка и Запорожья.
619. Даны точки А , В, С. Постройте точку, которая равноудалена 
от точек А и В и расположена на заданном расстоянии от точки С.
620. Постройте точку, которая равноудалена от сторон данного угла 
и лежит на расстоянии й от его вершины.
621. Точка А  лежит на окружности радиуса К. Постройте точки 
данной окружности, которые удалены от точки А на расстояние В.

Уровень Б
622 . Докажите, что геометрическим местом точек, удаленных от дан­
ной прямой а на расстояние (I, являются две прямые, параллельные а 
и отстоящие от нее на Л.
623 . Геометрическим местом точек, равноудаленных от двух парал­
лельных прямых, является прямая, параллельная этим прямым 
и проходящая через середину их общего перпендикуляра. Докажите.
624. Найдите геометрическое место центров окружностей, проходя­
щих через данные точки А  и В.
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625. Найдите геометрическое место центров окружностей радиу­
са В, проходящих через данную точку А .
626. Найдите геометрическое место центров окружностей, каса­
ющихся сторон данного неразвернутого угла.
627. Дан отрезок АВ. Найдите геометрическое место точек С, ко­
торые являются вершинами треугольников с основанием А В  и за­
данной высотой Ь,.
628 . Дана прямая АВ. Постройте точки, которые равноудалены от 
точек А  и В и лежат на расстоянии I от прямой АВ.

^  629. На сторонах неразвернутого угла В  отмечены точки А  и С, 
причем А В  Ф СВ. Постройте точку, равноудаленную от сторон дан­
ного угла и равноудаленную от точек А  и С. Сколько решений 
имеет задача, если А В  = СВ?
630* Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, проведенной 
к одной из этих сторон.

Уровень В
631 . Найдите геометрическое место середин всех хорд данной окруж­
ности, параллельных данной прямой.
632. Н айдите геометрическое место середин всех хорд данной 
окружности, имеющих заданную длину.
633. Найдите геометрическое место центров окружностей, каса­
ющихся данной окружности с центром О в данной точке А .
6 3 4 . Найдите геометрическое место точек, равноудаленных от двух 
данных пересекающихся прямых.
635. Постройте окружность, касающуюся каждой из двух пересекаю­
щихся прямых, причем одной из них — в данной точке.
636 . Постройте окружность данного радиуса, которая проходит че­
рез данную точку и касается данной прямой.
637. На рис. 182 изображен угол (я&), вершина 
которого недоступна. Постройте биссектрису это­
го угла.
63 8? Постройте треугольник по стороне и двум 
высотам, проведенным к другим сторонам.
639. Постройте треугольник по стороне и про­
веденным к ней медиане и высоте.

193



Раздел III. Окружность и круг

Повторение перед изучением §23

Теоретический материал
• окружность

• касательная к окружности
О  §19; 20V___________✓

Задачи
6 4 0 . Окружность касается катетов прямоугольного треугольника в точ­
ках А и Б, а центр окружности О лежит на гипотенузе. Найдите угол 
АОВ.
641. Вершины А  и В  треугольника АВС  лежат на окружности 
с центром О, причем точка О лежит на стороне АС. Докажите, что 
касательная к окружности в точке В  параллельна прямой АС, если 
АВАО  = 45°.
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§23 Описанная и вписанная 
окружности треугольника

23.1. Окружность, описанная около 
треугольника

Определение
Окружность называется описанной около тре­
угольника, если все вершины треугольника лежат на 
данной окружности.

В этом случае говорят, что треугольник яв­
ляется вписанным в данную окружность.

На рис. 183 окружность с центром О описана 
около треугольника АВС.

Поскольку все вершины треугольника лежат 
на описанной окружности, то все они равноудалены 
от центра окружности. Этот факт лежит в основе 
доказательства теоремы об описанной окружности.
Теорема (об окружности, описанной 
около треугольника)

Около любого треугольника можно описать един­
ственную окружность. Центр этой окружности являет­
ся точкой пересечения серединных перпендикуляров 
к сторонам треугольника.

Доказательство
□ Пусть прямые а и Ь — серединные пер­

пендикуляры к сторонам А В  и ВС данного тре­
угольника АВС  (рис. 184).

Сначала докажем методом от противного, 
что прямые а и Ь пересекаются. Предположим, 
что эти прямые не пересекаются, то есть а || Ъ. Тог­
да, поскольку а А. АВ, то А В  _1_ Ь по следствию из 
теоремы о свойствах углов при параллельных пря­
мых. Но ВС по построению, отсюда АВ\\ВС,

Рис. 183. Окружность, 
описанная около тре­
угольника АВС

В

*А %\
А с с

Рис. 184. Точка О — точка 
пересечения серединных 
перпердикуляров к сто­
ронам треугольника АВС
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что невозможно по условию. Следовательно, прямые а и Ъ пересекаются 
в некоторой точке О.

По теореме о серединном перпендикуляре точка О равноудалена от 
точек А  и В  (то есть О А  = О В) и равноудалена от точек Б  и С (то есть 
ОБ = ОС). Отсюда ОА = ОВ = ОС. Следовательно, существует окружность 
с центром О, проходящая через все вершины треугольника АВС.

Докажем методом от противного, что такая окружность единственна.
Допустим, что около треугольника можно описать еще одну окруж­

ность, отличную от построенной. Тогда центр этой окружности равноуда­
лен от вершин треугольника и потому совпадает с О — точкой пересече­
ния серединных перпендикуляров к сторонам треугольника. Радиус этой 
окружности равен расстоянию от точки О до вершин треугольника. Зна­
чит, эта окружность совпадает с построенной.

И наконец, серединный перпендикуляр с к стороне АС  содержит все 
точки, равноудаленные от точек А  и С. Поскольку точка О также равно­
удалена от точек А и С, то этот серединный перпендикуляр проходит 
через точку О. Теорема доказана. ■
Следствие

Три серединных перпендикуляра к сторонам треугольника пересекаются в одной 
точке.

Отметим, что центр описанной окружности не всегда лежит внутри 
треугольника; он также может лежать на одной из его сторон или вне тре­
угольника (рис. 185).

Внутри треугольника На стороне треугольника Вне треугольника

Рис. 185. Расположение центра описанной окружности
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23.2. Окружность, вписанная 
в треугольник

Определение
Окружность называется вписанной в треугольник,
если она касается всех его сторон.

В этом случае треугольник является описан­
ным около данной окружности.

На рис. 186 окружность с центром О вписана 
в треугольник АВС. Прямые, содержащие стороны 
треугольника, являются касательными к вписан­
ной окружности, а точки касания лежат на сторо­
нах треугольника. Радиусы вписанной окружности, 
проведенные в точки касания, перпендикулярны 
сторонам данного треугольника.

Далее в таком случае мы будем говорить, что 
центр вписанной окружности равноудален от сто­
рон треугольника.

В

Рис. 186. Окружность, 
вписанная в треуголь­
ник АВС

теорема (об окружности, вписанной в треугольник)
В любой треугольник можно вписать единственную 
окружность. Центр этой окружности является точкой
пересечения биссектрис треугольника.

Доказательство
□ Пусть АЛ и ВЕ  — биссектрисы данного 

треугольника АВС  (рис. 187).
Докажем методом от противного, что эти бис­

сектрисы пересекаются. Пусть АЛ и ВЕ  не пере­
секаются. Тогда АП || ВЕ, а углы ВАЛ и АВ Е  — 
внутренние односторонние при параллельных пря­
мых АЛ и ВЕ  и секущей АВ. Сумма этих углов 
должна быть равна 180°, что противоречит теореме 
о сумме углов треугольника.

Итак, биссектрисы АЛ и ВЕ  пересекаются 
в некоторой точке О. Тогда по теореме о биссектри­
се угла точка О равноудалена от сторон АВ и АС, 
а также равноудалена от сторон АВ и ВС. Таким

В

Рис. 187. Точка О — точ­
ка пересечения биссек­
трис треугольника АВС
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образом, три перпендикуляра, проведенные из точ­
ки О к сторонам данного треугольника, равны. Сле­
довательно, существует окружность с центром О, 
которая касается всех сторон треугольника АВС.

Докажем методом от противного, что эта 
окружность единственна.

Допустим, что в треугольник можно вписать 
еще одну окружность, отличную от построенной. Тог­
да ее центр одинаково удален от сторон треугольника 
и совпадает с О — точкой пересечения биссектрис 
треугольника. Радиус этой окружности равен рас­
стоянию от точки О до сторон треугольника. Таким 
образом, эта окружность совпадает с построенной.

И наконец, биссектриса СР содержит все точ­
ки, равноудаленные от сторон СА и СВ. Поскольку 
точка О  также равноудалена от СА и СВ, то эта 
биссектриса проходит через точку О. Теорема до­
казана. ■
С ледст вие

Три биссектрисы треугольника пересекаются в одной 
точке.

Поскольку все биссектрисы треугольника ле­
жат внутри него, то и центр вписанной окружно­
сти всегда лежит внутри треугольника.

Л Задача
\ Вр авнюсторон»нем треугольнике центры сэписанжой

И ВПИсаннсни окружн<эстей совпа данэт. Доказни те
3 Решение

С\
\  N.

Л ао А

в завнос:то зоннем греугольнике__ ЛВ(Г биссзектри -
сы А А ,, ВВ , и СС, являются также медианами и ВЬ1-1
сотами зис. 188). Это означает, что прямьте А А 1,в в ,
и СС<1 — середин»ные перпендикулярьI К сторонам

АЛ
в А у

/С треугс>льника АВС. Поскольку все они пересекают-г

ис.
ся в одной точке, то эта точка — цент•р описан»ной

Р 188 и вписанной окружностей треугольника АВС.
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Верно также и обратное утверждение: если в т реугольнике  
цент ры описанной и вписанной окруж ностей совпадают, то 
этот треугольник равносторонний. Попробуйте доказать это са­
мостоятельно.

Вопросы и задачи

Устные упражнения
6 4 2 . Даны треугольник и окружность. Определите, является ли дан­
ная окружность описанной около треугольника или вписанной в него, 
если:

а) центр окружности равноудален от всех сторон треугольника;
б) центр окружности равноудален от всех вершин треугольника;
в) все стороны треугольника — хорды окружности;
г) все стороны треугольника касаются окружности.

6 4 3 . Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника АВС  пе­
ресекаются в точке О. Означает ли это, что:

а) ОА = ОВ;
б) АА В О  = АСВО;
в) точка О может лежать на одной из сторон треугольника?

6 4 4 . Точка О — центр окружности, вписанной в треугольник АВС. 
Означает ли это, что:

а) ОА = ОВ;
б) АА В О  = АСВО;
в) точка О может лежать вне данного треугольника?

645 . Около треугольника описана окружность и в него вписана 
окружность. Могут ли эти окружности иметь равные радиусы; общий 
центр?

Графические упражнения
646 . Начертите окружность и отметьте на ней точки А , В и С. Про­
ведите перпендикуляры из центра окружности к сторонам треугольни­
ка АВС. В каком отношении они делят стороны треугольника?
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647. Начертите окружность с центром О и проведите к ней три по­
парно пересекающиеся касательные. Обозначьте точки пересечения ка­
сательных А , Б  и С. В каком отношении лучи АО, ВО и СО делят 
углы треугольника АВС ?

Письменные упражнения 

Уровень А
648. Около равнобедренного треугольника АВС  
(.АВ = ВС) описана окружность с центром О 
(рис. 189).

а) Докажите, что А А О В  = АСОВ.
б) Найдите угол АОС, если АА ВС  = 40°.

649. В равнобедренный треугольник АВС  (А В  =
= ВС) вписана окружность с центром О (рис. 190).

а) Докажите, что треугольник АОС равнобе­
дренный.
б) Найдите угол АВС, если ААОС = 100°.

650. Постройте окружность, вписанную в данный 
треугольник.
651. Постройте окружность, описанную около 
данного треугольника.
652 . Точка О — центр окружности, описанной око­
ло треугольника АВС, ОБ — расстояние от точ­
ки О до стороны АВ. Найдите длину отрезка АВ, 
если А Б = 9 см.
653. Точка О — центр окружности, вписанной 
в треугольник АВС. Н айдите угол ВАО, если 
АВАС = 100°.

Уровень Б
6 5 4 . Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника АВС  пе­
ресекаются в точке О. Найдите длину стороны АВ, если ОА = 8 см, 
А  АО В = 60°.

^  655. В треугольнике АВС  биссектрисы углов А  и С пересекаются 
в точке О. Найдите угол ВАС, если А В  = ВС, ААВО  = 35°.
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656? Постройте треугольник по двум сторонам 
и радиусу описанной окружности.
657. Постройте равнобедренный треугольник по 
основанию и радиусу описанной окружности.
658. В равнобедренном треугольнике АВС  с ос­
нованием АС  вписанная окружность касается сто­
рон треугольника в точках Б , Е  и Р  (рис. 191). 
Найдите периметр треугольника, если АВ  = 5 см, 
В Б  = б см.

В

Рис. 191

659. Точка касания вписанной окружности делит боковую сторону 
равнобедренного треугольника на отрезки 3 см и 5 см, начиная от 
основания. Найдите периметр треугольника.

Уровень В
66 0? Постройте треугольник по стороне, высоте, проведенной к этой 
стороне, и радиусу описанной окружности.
661? Постройте треугольник по высоте и медиане, проведенным из 
одной вершины, и радиусу описанной окружности.
662. Периметр равнобедренного треугольника равен 220 см. Точка 
касания вписанной окружности делит боковую сторону на отрезки 
в отношении 3 : 4. Найдите стороны треугольника. Сколько решений 
имеет задача?
6 6 3 . а) В треугольнике АВС  вписанная окружность касается сторон тре­

угольника АВ, ВС и АС  в точках Б , Е, В  соответственно. Дока-
, ^  АВ + А С - В С  жите, что А Б  = ---------------- .

2

б) (опорная) В прямоугольном треугольнике с катетами а, Ъ 
и гипотенузой с радиус вписанной окружности вычисляется

а + Ъ-с
по формуле г = --------- . Докажите.

2
6 6 4  (опорная).

а) В прямоугольном треугольнике центр описанной окружности 
лежит на середине гипотенузы.
б) Если радиус окружности, описанной около треугольника, ра­
вен половине его стороны, то этот треугольник прямоугольный.
Докажите.
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Онлайн-тренировка для подготовки к контрольной работе № 4

Задачи для подготовки к контрольной работе № 4
1. Через точку А  окружности с центром О проведены хорда А В  
и диаметр АС. Найдите угол ВАС, если угол БОС равен 70°.
2. Прямые С А  и СВ — касательные к окружности с центром в точ­
ке О (рис. 192). Докажите, что ОС — биссектриса угла АОВ.
3. Две окружности с радиусами 32 см и 12 см касаются. Найдите рас­
стояние между центрами окружностей. Сколько решений имеет задача?
4. Точка касания вписанной окружности делит сторону равносторон­
него треугольника на два отрезка, один из которых на 15 см меньше 
периметра треугольника. Найдите сторону треугольника.
5* Постройте равнобедренный треугольник по биссектрисе, проведен­
ной к основанию, и радиусу описанной окружности.
6. Две равные и взаимно перпендикулярные хорды окружности точ­
кой пересечения делятся на части длиной 4 см и 16 см (рис. 193). Най­
дите радиус окружности, которая касается этих хорд и имеет общий 
центр с данной окружностью.

А

Рис. 192 Рис. 193
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ИТОГОВЫЙ ОБЗОР РАЗДЕЛА III

ОКРУЖНОСТЬ И КРУГ• Окружностью называется геометрическая 
фигура, состоящая изо всех точек плоскости, 
удаленных от данной точки (центра окружно­
сти) на одинаковое расстояние.
Кругом называется часть плоскости, ограни­
ченная окружностью и содержащая ее центр

Радиусом окружности (круга) называется рас­
стояние от центра окружности до любой ее 
точки.
Хордой называется отрезок, соединяющий две 
точки окружности.
Диаметром называется хорда, проходящая 
через центр окружности.

0 Диаметр, перпендикулярный хорде, проходит 
через ее середину.
Диаметр, проведенный через середину хорды, 
не являющейся диаметром, перпендикулярен 
этой хорде

КАСАНИЕ ПРЯМОЙ И ОКРУЖНОСТИ

Касательной к окружности называется пря­
мая, имеющая с окружностью единственную 
общую точку
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с>г Свойство касательной: касательная к окруж­
ности перпендикулярна радиусу, проведенно­
му в точку касания

Признак касательной: если прямая проходит 
через точку окружности перпендикулярно ра­
диусу, проведенному в эту точку, то она явля­
ется касательной к окружности

0 хОтрезки касательных, проведенных из одной 
точки к окружности, равны

КАСАНИЕ ДВУХ ОКРУЖНОСТЕЙ

[ _
Две окружности, име­
ющие общую точку, 
касаются в этой точ­
ке, если они имеют 
в ней общую касатель­
ную

(  -

ше

1 ”

Внешнее каса

й_
1

Внутреннее каса!

ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ*

С

А  /В

Построение треугольника по данным сторонам
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в х

/ © \ ®

А  с !

Построение угла, равного данному

у  (2) ®.

А  с Т ф

Построение биссектрисы данного неразверну­
того угла

® /

©
у :

\ ®

Построение прямой, 
перпендикулярной 
данной и проходящей 
через точку О

© О

С Ч , ® а
А '^ч / В

Ш )
А1 о  1в а
Точка О лежит 

на данной прямой

От
Точка О лежит 

вне данной прямой

® > <9

©
Построение середины данного отрезка и сере­
динного перпендикуляра к нему

А

ф >

с в

< о ,

С о

Построение прямой, проходящей через дан­
ную точку параллельно данной прямой

©  с

а г
© ь
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТА ТОЧЕК

О Окружность — геометрическое место точек, 
удаленных от данной точки плоскости на оди­
наковое расстояние

----- .

Серединный перпендикуляр к отрезку являет­
ся геометрическим местом точек, равноудален­
ных от концов этого отрезка

Биссектриса неразвернутого угла является 
геометрическим местом точек внутренней об­
ласти угла, равноудаленных от сторон этого 
угла

ОПИСАННАЯ ОКРУЖНОСТЬ

Окружность называется описанной около тре­
угольника, если все вершины треугольника 
лежат на данной окружности

II_____ У

Около любого треугольника можно описать 
единственную окружность. Центр этой окруж­
ности является точкой пересечения середин­
ных перпендикуляров к сторонам треуголь­
ника
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ВПИСАННАЯ ОКРУЖНОСТЬ

6̂ Окружность называется вписанной в треуголь­
ник, если она касается всех его сторон

Ж

В любой треугольник можно вписать един­
ственную окружность. Центр этой окружно­
сти является точкой пересечения биссектрис 
треугольника

Контрольные вопросы
1. Дайте определение окружности. В данной окружности укажите 
центр, радиус, диаметр, хорду.
2. Дайте определение касательной к окружности.
3. Сформулируйте и докажите свойство и признак касательной.
4. Сформулируйте и докажите свойство отрезков касательных, про­
веденных из одной точки к окружности.
5? Дайте определение касания двух окружностей. Назовите виды ка­
сания окружностей.
6? Объясните, как построить треугольник по данным сторонам.
7? Объясните, как построить угол, равный данному неразвернутому 
углу.
8? Объясните, как разделить данный угол пополам.
9* Объясните, как провести через данную точку прямую, перпенди­
кулярную данной прямой.

10. Объясните, как построить серединный перпендикуляр к данному 
отрезку.
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11? Объясните, как разделить данный отрезок пополам.
12? Объясните, как провести через данную точку прямую, параллель­
ную данной прямой.
13. Дайте определение геометрического места точек. Назовите геоме­
трическое место точек, удаленных от данной точки на заданное рас­
стояние.
14. Сформулируйте и докажите теорему о серединном перпендикуля­
ре к отрезку.
15. Сформулируйте и докажите теорему о биссектрисе угла.
16. Дайте определение окружности, описанной около треугольника.
17. Сформулируйте и докажите теорему об окружности, описанной 
около треугольника.
18. Дайте определение окружности, вписанной в треугольник.
19. Сформулируйте и докажите теорему об окружности, вписанной 
в треугольник.

Дополнительные задачи
665 . Параллельные прямые а и Ь являются касательными к окруж­
ности радиуса Е. Найдите расстояние между данными прямыми.
666. Отрезок А В  — диаметр окружности, хорды АС  и В Б  параллель­
ны друг другу. Докажите, что отрезок СП также является диаметром 
окружности.
667. На плоскости необходимо найти точки, удаленные от каждой из 
данных точек А  и Б  на 3 см. Как зависит количество таких точек от 
длины отрезка А В ?
668. Если прямая пересекает две окружности, имеющие общий центр 
(концентрические окружности), то ее отрезки, заключенные между 
этими окружностями, равны. Докажите.
669 . Прямая, параллельная хорде АВ, касается окружности в точке С. 
Докажите, что треугольник АВС  равнобедренный.
670. Докажите равенство равнобедренных треугольников по боковой 
стороне и радиусу описанной окружности.
671. Докажите, что радиусы окружностей, вписанных в равные тре­
угольники, равны.
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672. К окружности, вписанной в равносторонний треугольник со 
стороной а, проведена касательная, пересекающая две стороны тре­
угольника. Найдите периметр треугольника, отсекаемого от данного.
673. На окружности строится последовательность точек: первая точка 
выбирается произвольно, а каждая последующая точка удалена от пре­
дыдущей на расстояние, равное радиусу окружности. Какое наибольшее 
количество разных точек можно построить таким способом?
674. Центр окружности, вписанной в треугольник, лежит на одной из 
его высот. Найдите углы треугольника, если один из них втрое больше 
другого.
675. Центр О окружности, описанной около треугольника АВС, 
лежит на медиане В М . Найдите углы треугольника, если АА О В  = 
= 140°.
676. Известно, что А А В С  =ААР>С.

а) Докажите, что прямая АС  — геометрическое место точек, 
равноудаленных от В и В.
б) Всегда ли луч АС  является геометрическим местом точек, 
равноудаленных от сторон угла ВАВ? Ответ обоснуйте.

677* Постройте на катете прямоугольного треугольника точку, одина­
ково удаленную от гипотенузы и второго катета.
678. В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС середин­
ный перпендикуляр к стороне А В  пересекает сторону ВС в точке М . 
Найдите угол М АС , если АС = 70°.
679. Точки В , В, Р  — точки касания вписанной окружности со 
сторонами треугольника АВС. Докажите, что биссектрисы углов 
треугольника АВС  перпендикулярны соответствующим сторонам тре­
угольника ВВВ.
680 . Если две окружности с центрами 0 1 и 0 2 пересекаются в точ­
ках А и В, то прямые АВ и 0 ,0 2 взаимно перпендикулярны. Дока­
жите.
681. Точка А лежит вне окружности с центром О. Постройте каса­
тельную к данной окружности, проходящую через точку А.
682 . В треугольник АВС (АВ = с, ВС = а, АС = Ь) вписана окруж­
ность. Касательная к этой окружности пересекает стороны АВ 
и ВС в точках К  и В соответственно. Найдите периметр треуголь­
ника к в ь .
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ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Простейшие геометрические задачи на построение. Возникновение за­

дач на построение было обусловлено необходимостью измерения земельных 
участков и строительством. Значительных успехов в решении таких задач 
достигли древнегреческие ученые, прежде всего Евклид и Платон, в VII—III в. 
до н. э. Именно со времен Платона в решении задач на построение стали вы­
делять четыре этапа: анализ, собственно построение, доказательство и иссле­
дование.

Задачи, которые невозможно решить с помощью циркуля и линей­
ки. Особый интерес математиков древности вызывали три классические 
задачи, которые не удавалось решить с помощью циркуля и линейки, — 
о квадратуре круга, трисекции угла и удвоении куба. Задача о квадратуре 
круга состояла в построении квадрата, площадь которого равна площади 
данного круга. В задаче о трисекции угла пытались разделить данный угол 
на три равные части (такую задачу несложно решить для некоторых кон­
кретных углов, например развернутого, прямого, но не для любого угла).



Итоги

Задача об удвоении куба состояла в построении куба, объем которого вдвое 
больше объема данного куба. Невозможность решить эти задачи с помощью 
циркуля и линейки была доказана в XIX в.

Циркуль или линейка? Интересна история ограничений в выборе ин­
струментов для решения задач на построение. В X в. арабский математик 
Абу-ль-Вафа предложил ограничиться в геометрических построениях одно­
сторонней линейкой и циркулем постоянного раствора. В 1797 г. италья­
нец Лоренцо Маскерони доказал: любая задача на построение, решенная 
с помощью циркуля и линейки, может быть решена и с помощью одного 
циркуля (при этом предполагалось, что через любые две точки может быть 
проведена прямая). А еще раньше, в 1672 г. к такому же выводу пришел 
датчанин Г. Мор. Так, теорема о возможности построений только циркулем 
получила название «теорема Мора — Маскерони». В 1833 г. швейцарский 
геометр Якоб Штейнер показал, что, при наличии на плоскости окруж­
ности с отмеченным центром любую задачу на построение можно решить 
с помощью одной линейки.

Задачи  на построение играют особую роль 
в обучении геометрии, ведь они прекрасно 
развивают логику и абстрактное мышление. 
Специалисты считают задачи на построение 
одними из самых красивых и полезных за­
дач геометрии.
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Тематика сообщений и рефератов к разделу III
1. Окружность в математических играх и головоломках.
2. Касание двух и трех окружностей.
3. Вневписанная окружность треугольника.
4. Методы геометрических построений. Построения, выполненные 
только циркулем, только линейкой.
5. Геометрические места точек.

Рекомендованные источники информации
1. Александров И. И. Сборник геометрических задач на построе­
ние. — М. : УРСС, 2004.
2. Бурда М. I. Розв’язування задач на побудову. — К. : Рад. шк., 1986.
3. Гарднер М. Математические головоломки и развлечения. — М. : 
Оникс, 1994.
4. Глейзер Г. И. История математики в школе. УП-УШ кл. — М. : 
Просвещение, 1982.
5. Интернет-библиотека МЦНМО. М1р://тссте.ги/1гее-Ьоокз/
6. Методика розв’язування задач на побудову /  О. М. Астряб, О. С. Смо- 
горжевський, М. Б. Гельфанд та ш. — К. : Рад. шк., 1960.
7. Перельман Я. И. Занимательная геометрия. — М. : Физматгиз, 
1959.
8. Тесленко I. Ф. Геометричш побудови. — К. : Рад. шк., 1956.

Видеоматериалы к разделу III
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приложения
Приложение 1. Об аксиомах геометрии

В разделе I вы ознакомились с элементарными геометрическими 
фигурами: точкой и прямой, а также лучом, отрезком и углом. Их основные 
свойства — аксиомы — не доказываются, но являются фундаментом для до­
казательства других утверждений.

Первую попытку провести логическое обоснование геометрии с помо­
щью систематизированного перечня исходных положений (аксиом, или по­
стулатов) осуществил древнегреческий математик Евклид в своей знаменитой 
книге «Начала». На протяжении многих веков ученые-геометры опирались 
именно на евклидовы аксиомы. Но в Х1Х-ХХ вв., после создания Лобачев­
ским неевклидовой геометрии, исследования системы геометрических аксиом 
вышли на качественно новый уровень. Одним из тех, кто внес заметный вклад 
в усовершенствование аксиоматики, был выдающийся украинский математик 
Алексей Васильевич Погорелов. В своей фундаментальной работе «Основания 
геометрии» (1983) он разработал собственную усовершенствованную систему 
аксиом евклидовой геометрии, которая решила проблему преодоления ряда 
существенных трудностей, возникших при введении понятия меры для от­
резков и углов. Более того, А. В. Погорелов предложил упрощенный вариант 
геометрической аксиоматики, предназначенный именно для преподавания 
геометрии в школе. Этот вариант был положен в основу учебника «Геомет­
рия», по которому свыше четверти века изучали геометрию в школе.

Вот как выглядит система аксиом школьного курса, предложенная 
А. В. Погореловым.

I. Какова бы ни была прямая, существуют точки, принадлежащие этой 
прямой, и точки, не принадлежащие ей. Через любые две точки мож­
но провести прямую, и только одну.

II. Из трех точек на прямой одна и только одна лежит между двумя другими.
III. Каждый отрезок имеет определенную длину, большую нуля. Длина 

отрезка равна сумме длин частей, на которые он разбивается любой 
его точкой.

IV. Прямая разбивает плоскость на две полуплоскости. Если концы от­
резка принадлежат одной полуплоскости, то отрезок не пересекает 
прямую. Если концы отрезка принадлежат разным полуплоскостям, 
то отрезок пересекает прямую.

V. Каждый угол имеет определенную градусную меру, большую нуля. Раз­
вернутый угол равен 180°. Градусная мера угла равна сумме градусных 
мер углов, на которые он разбивается любым лучом, проходящим между 
его сторонами.
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VI. На любой полупрямой от ее начальной точки можно отложить отре­
зок заданной длины, и только один.

VII. От любой полупрямой в заданную полуплоскость можно отложить 
угол с заданной градусной мерой, меньшей 180°, и только один.

VIII. Каков бы ни был треугольник, существует равный ему треугольник 
в заданном расположении относительно данной полупрямой.

IX. Через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести на пло­
скости не более одной прямой, параллельной данной.
Этой системы аксиом мы придерживаемся и в нашем учебнике с уче­

том принятой нами терминологии. Некоторые аксиомы были сформули­
рованы в разделе I, другие аксиомы не формулировались, но фактически 
использовались в рассуждениях. Отметим, что авторы не ставили целью 
представлять в этом учебнике абсолютно совершенную и логически завер­
шенную систему аксиом, а сосредоточили основное внимание на практи­
ческом применении основных свойств простейших геометрических фигур 
при доказательстве теорем и решении задач. В дальнейшем, при изуче­
нии свойств фигур в пространстве, формулировки некоторых аксиом будут 
уточнены, а сама система аксиом — расширена.

Вообще же, система аксиом должна удовлетворять условиям независи­
мости (не содержать аксиомы, которые можно вывести с помощью других 
аксиом), непротиворечивости (не иметь явных или скрытых противоре­
чий) и полноты  (содержать достаточное количество аксиом, чтобы доказать 
основные утверждения). Исследование проблем построения таких систем 
аксиом является содержанием одного из разделов современной геометрии.

Приложение 2
Метод вспомогательного треугольника*

Метод вспомогательного треугольника применяется при решении 
многих задач на построение. Используя этот метод, необходимо придер­
живаться следующей последовательности действий:

1) предположив, что искомый треугольник построен, выполнить рису­
нок-эскиз и найти на нем вспомогательный треугольник, способ по­
строения которого известен (или получить такой треугольник путем 
дополнительных построений);

2) установить, какие вершины искомого треугольника мы получим, по­
строив вспомогательный треугольник;
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Приложение 2 Метод вспомогательного треугольника

3) определить на основании данных задачи последовательность построе­
ния других вершин, предположив, что вспомогательный треугольник 
построен;

4) осуществить все намеченные построения;
5) провести необходимые доказательства и исследования.

Довольно часто метод вспомогательного треугольника используют
в сочетании с другими методами. Рассмотрим такие случаи на примерах.

\ 3 Задача
ГТос тр с>ите п рял/\оу го л ь н ы и тре.у ГСэль НИН ПСЭ КСзте
т у  и с у м м е  в то р о го  к а те та Г ^  т

л г и п о т е н у з ы .
Решение

ГТуе ть а  и Ь —
1

к а те т
п

и с у м м а ВТ эро го каггетс1 |г

и Г1/ нт о т е н у з ь >1 Треу го л ь н и к а  А В С , ко \тор -Ь1И н ео б -

1 1 1х о д и м о  п о с т Р 011ТЬ (р и с . 194)• ъ +

Анализ
Д о п у с т и м ЧТ(э тр еуг о л эНИ к 4 В С пос трсэен (ри с . 195) >ыс. 194

О тл о ж и м  на л у ч е  В С  о тр езо к СО  д л и н о й с и со е д и -
1НИМ то ч ки А /1 0 .  Т р е у го л ь н и к А В О прям а уго л ьн ы й А
1 1 1 с  катетам!/ а и Ь + с , то  е с ть

1
мож ет б ы ть п о стр о ен

по  д а н н ы М 3 1а дач  и и являепгея
1 1

всп о м о гс(т е л ь н ы м . С > Е
П о с т р о и в

1 1
е го , п о л )щ и м  вершин!ы  И и в и с к о м о го а

тр е у го г1ЬН п
л к а .  Д л я  постр о ени 1Я в е р ш и н ы  СГ в о с п о л ь - 1 \ /

зуе м с я о д н и м  и з  п р и зн а ко в равно!эе д р е н н о го  тр е - в ь С 'с в

у го л ь н !/1ка. То чка с  я в л я е тс я  т очкой перессгчени я се- Рис . 195
р е д и н н о го  пе зпе нди1Ку]пяра  к сторон г  А О с лусЮМ ВО .
Построение
1. П о с т р о и м  ■ пр ямсзй /го л  с ве эш инсзй В.

2 . О т л о ж и м  н1 | | 1 1а  с т о р о н а х э т о го  у г л а с трезкн1 4 В - 1

и В й = Ь + с  и 1 1 1 с о е д и н и м  т<эчк и / 1 и 0 . Тре;угсэл ь ни
4 6 0  в с п о м о г о те л ь н ы й .
3. П о с т р о и м п е р п е н д и к )/ля 3 к о т эез ку АО КСп о

р ы й  п р о х ОД1/1т  ч ер е з  е го се р е / ;и н у  1:. ТГуогь г  _

то ч к а  е го п е р е с е ч е н и я с л у чо/А В 0 .
4 . С о е д и н ИМ

—
то ч к и  А________ 1____ и Г
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Приложения

и
1

Доказ — 1— 1—  ательствс
гольнике

—
ОВ треу А1ЗС /.В = 9 Э°, АВ -а по построеншк5.
п \ 1 1 1 Г./.ГЧВ треугольнике АСи СЕ — высота и \ле;1иана (по по-
строен 1 ,  _нию). Значит, треугольник АСО  равнобедрен-
ныи с основанием АО, откуда СА = С й -с . По постро-
ению ВО =ВС+СО = Ь+с, следо вательно, ВС+СА = Ь+с.
Таким образом, треугол АОГ П 1 „ ьник А В С  искомый.
Исследование
а г  В соответствии с ннерзвенет во/л т реугот ЬН1а ка за рача
1 1 имеет 1 1решение ПР>и условии а< Ь+ с.

При решении этой задачи мы использовали 
метод спрямления. Суть его такова: если в условии 
задачи на построение заданы сумма (или разность) 
отрезков, то на рисунке-эскизе их необходимо от­
ложить на одной прямой от общего конца так, что­
бы другие концы этих отрезков образовали задан­
ный отрезок-сумму (разность). Благодаря такому 
дополнительному построению удается получить 
вспомогательный треугольник.

X Задача
По стройт е гре'/гольн ик по м<2ДИ ан<в и ДВ ум Уг пал/
на которые она делит у I I I Iгол треугольнаика

Решение
Пу :ть т — /ледиа на | I I треугольника / ВС котор Ь1Й не

т обход им<3 ПОСТрО!/1ТЬ, а и (!) — Iуглы, на которые ме
диана делит уг"ОЛ тргугОЛЬ>ника (рис. 96

/
/ Анали3
а ДопустилА, Что треугс льнник АВС юс трс ен (р!/ с. 197

Примени м метод удвоений мед|/юн ы. Дл Я эГОГо на
луче ВМ отложим отрезок /ИО, равный т, и соеди-
ним точки 0  и А. По пер вому признаку ра венства

°ис. 196 треугольников Д,4М0 = АСМВ (а м =см  п 0 с I I преде-
лению мед1ааны, ВМ = ОМ по построению, СА/АО-= / .с т  ка к верти сальные). Тс>гда '̂.АОМ= ^свм=р.
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Приложение 2 Метод вспомогательного треугольника

-Следовательно, треугольник П--------1----1---АВй вспомогательный, т~Т I I т I Г | Г Т поскольку его можно пострс 1 1 1 эить по стороне 1 1 И при- В /
Т  Т   ̂ 1 1 /ОГч У, лежащим к ней углам (80= 2т, А АВ0= а, ^ АйВ =м.

Т-гПостроив этот треугольник, пот1уЧим вес)Ш|/сны А и 8 т Х1 1 1 г г п  п  п искомого треугольника. Для построе 1̂ния вершин ы С
1 1 Г  П 1достаточно удвоить в треугольнике АВй медиану АМ А 1 л А с

_  .  ̂ . 
П о стр о е н и е  (сокращенный план)
1. Пост роим треугольник АВй, в КСтогзоле В0 =2т

АВ0=с1, ,СА1)8=Р . Треуг IольниК /180 вспо/могатеЛЬ- в

ныи.
2. Пост ЗОИм в треугот ЬН1ике А130 мециссну ААА и нс р и с. 197
ее 1 1 1 1продолжении Т 1отложивл 0трезо < N с, раЕ!НЫй АМ
3. Соединим точки В и С.
Дсж а за те л ь ств о
ДАМ0 =ДСМВ гю первеЭМ)е г ризнсзку Раве1НСтве
треугот ьниксэв (М0 =МВ, АN --МС 1 1ПО пос-трое-
нию, С̂АМО = ^ 'СМВ как вертикаттьные). Тогда
АСВМ =ААЬМ =р> Также по построению АА ВМ-а.
В треугсельнике АВС 8/А=т —мсгдиана, пось(ОЛЬКу ПС1
построению 3̂0= 2т и АМ=ЛАС. Такилн образолл, тре-
угольник АВС1 — ИСКОМ ______ ый. ___1___

Задача С 7
п остройте ТРеугольник по стс роне, меДИ ане , про
ведеиной к этой стор ОН е, И вЬ1Соте , Проведен ной
К другои С1горэне

5ешен ле
п усть а

___
сторо1на искомого

___ 1 1___ тргугОЛЬ ника АВС
___ Г, п а а

проведенная к ней медиана - к  - вьюота треуголь
ника, проведенная к другой стэрене (ринс. 19Е0- По т а
строим этот т эеуГО.11ЬНик.
Анализ н ь

=1 "< О 5* нре>его.пьник А В С пос:тр<эен (РИС. 199). Т с
___

где
прямоуг■ольный тре.угольник ВСН можн

___ 1___
о построить рис. 198

по гипс
___ 1___ 1___

>тенузе ВС  и катету ВН. нс стороне п|эямого
___ 1___ 1___
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Приложения

с / угла И
! 1отложим катет о и  , ~ Г  - ТВ Н -И к, тогда С — точка пере-

Тсечени* 1 1 1окружности с центром В радиуса а со т   ̂второй
В т  тстороной прямого угла.

а
2 Таким образом, мы построи1М вер шины В и  ̂иС КС-

Б мого треугольни ка. п 1 1Для построения вершин ы А снова
К \ Сг I I Гиспользуем метод \ 1 1  1 Г  П 1  геометрических мест. Поскольку

ш / ; Ж Ш ь основание высоты п иВ Н  принадлежит стороне АС, то
А н с точка А лежит на прямой НС. Поскольку А й = т„. то

точка А должна лежать на расе \ \ г  ̂тоянии тп от точки й.
Рис. 199 Это означает, что А — то 1̂ 1 1 1 1 Г 1 Г  ^чка пересечения прямой СН

и окружности радиуса т а
1с цен 1тром й.

Т!Гостроение
1. Построим пряМО й уг О!1 с ве ЭШ1/1НОй АН.
2 Отложим на стороне этО ГС угла отрезеэк т ВА-НИ ь*
3 Постройш окр 1 1>ужность с 1_ I1ентро пм В радиуса а.
Пусть С — точка 1 1пересечегния эгои ОИру>кис сти с др>(-

гои сторонюй прямого Угла.
4. Соединим тТОЧКИ В Л С и раз детм м 01ре:юк ВС ПС)-

1 1полам. Пусть I  ̂точке 0 — егс се 1.редин а.
5. ПроЕ едем прямую с н
6. Постро им окружное™э С це нтрЮ М 0 РС1ДИуса та*

-ПУС1ь А - точка перее еч<гни Я э
иТ01/ оиру>кне сти с пр*

МОЙ СН.
7. Сс>едини1М____ точ ки /1 /I в

Д оказательство
В треуг 1

ОЛЬН1/ ке А В С____ 1_____ВС -а , АС) = п 1 ,а ' А й — ме;дианс1,
вн - -К в н - вы[сота (по построенш к >)• Сле-ДО ватель _

но, тре>'гольн ик А В С - -  иС КС мы:й .

И I 1 1сследовани
соответстви

г
В и со  а п е р , ствие/л из теорсгмьI о 

гел
сра ВНЕгниИ

с горон \ \и углов треугольника вспомога' 1  ̂ьныи тре
1 Г  угольнн 1 11К существу^ 1 / если Нь<а. о ПВ зависимости Гл от

т~длины Т 1медианы т зсщача имеет 1одно или 1два ре
1шенн-1Я,

1или н ^  Г е имеет ни одн ого.
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Ответы  и указания
Раздел I. Элементарные геометрические фигуры и их свойства. 
Взаимное расположение прямых на плоскости
11. Одну. 13. По одну сторону. Не может. 14. Точка К .  15. Нет. 
16. Две. 17. Точки Р и <̂ . Да. 18. Шесть. 19. Четыре. 20. Красноград. 
21. Точка X .  22. Точка В. 23. Точка С. 24. Да. 25. Не обязательно. 
26. Одну; четыре; шесть. 27. Одна или три. 28. п - 1 точка — на одной прямой, 
одна точка — вне этой прямой. 29. Четыре. Одна. Изменится. 30. а) Нет; 
б) да. 31. б) и в). 41. а) 7 см; б) 2,5 см. 42. 4 см. 43. М В  и В-У. 44. АВ  
и ВС. 45. 9 см или 3,8 см. 46. 14,2 см или 1,8 см. 47. Точка Р. 48. а) 16 см 
и 8 см; б) 12 см и 21 см. 49. 5,1 см. 50. 16,4 мм или 7,8 мм. 51. 11,6 см 
или 6,8 см. 52. а) 24 см; б) 16 см. 53. М К . 54. АС. 55. а) 1-й случай: В 
между А  и М , В М  = 1 см; 2-й случай: А  между В  и М , А М  = 1 см;
б) любая точка отрезка АВ; в) 1-й случай: М  между А  и В, А М  = 4 см; 
2-й случай: В  между А  и М , В М  = 6 см. 56. Три отрезка длиной 2а 
и два отрезка длиной За. 57. 10 см. 58. 10 см. 60. Да. 61. Нет. 
62. а) Нет; б) да. 72. а) 126°; б) 81°. 73. 40°. 74. Нет. 75. 76°; 38°. 76. а) Ю4°; 
б) 45°. 77. а) 55° и 95°; б) 60° и 90°. 78. а) 20° и 100°; б) 45° и 75°. 
79. 35°. 80. 76°. 81. 140°. 82. 120°. 83. 80°. 84. 120°. 85. Пять. 86. а) Нет; 
б) да; в) да. 95. Две. Нет. 96. Нет. 99. Шесть. 100. Четыре. 101. Три или 
четыре. 102. Одна или ни одной. 105. Три или четыре. 108. 25° или 65°. 
109. 90°. 117. Ч еты ре. 118. Две. 119. а) 25° и 155°; б) 55°
и 125°. 120. а) 45° и 135°; б) 80° и 100°. 121. 80°. 122. 123. 71°.
124. 60°. 125. 100°. 126. 30°. 127. 120°. 128. 70°. 129. 140° и 40°. 130. 120°. 
131. 90°. 132. Нет. 133. Указание. Докажите, что угол АОС развернутый. 134. т 
и р, п и к. 135. 148°, 32°. 145. 55°; 125°; 55°. Угол между прямыми 55°. 
146. а) 46°; 134°; 46°; 134°; б) 45°; 135°; 45°; 135°. 147. а) 160°; 20°; 160°; 20°; 
б) 65°; 115°; 65°; 115°. 151. 20°. 152. 65°. 153. а) 65°; 115°; 65°; 
115°; б) 80°; 100°; 80°; 100°. 154. а) 70°; б) 60°. 155. 85°; 56°; 85°; 39°. 
156. 36°. 159. 60°. 162. 105°. 163. Две. 164. 16 см или 32 см. 165. 35° или 
15°. 166. Две точки на луче ВА  такие, что В Б = 1 или ВБ = 3. 167. В одном 
направлении — на 5 единиц, в разных — на 2 единицы. 168. Указание. 
6 = 5 + 5 - 2 - 2  или 2 + 2 + 2. 169. Указание. 40° = 180°-35о- 3 5 о-3 5 о-35° .
170. Отложить последовательно 11 углов величиной 17° с общими сторонами. 
Тогда угол между крайними сторонами будет составлять 17°11=187°, что 
на 7° больше развернутого угла, б) Указание. 17° • 10 = 170°, 180° -170° = 10°.
171. Указание. 2 7 °1 0 -1 8 0 °  = 90°. 172. 6.
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Раздел II. Треугольники. Признаки равенства треугольников
184. 16 см. 185. В. 186. а) 125°; б) 11 см; в) 26 см. 187. а) С; б) РК; 
в) А Р Е К . 188. <2РВ. 189. ААВС = А Т 2 Х . 190. Три. 191. а) 45 мм; 
б) 12 мм; в) 14 мм. 192. Б и С. 193. Д Б = Д Б  = 45°, Д Б = Д Б =  55°, 
ДС = Д Б  = 80°. 194. Б Е  = К М  = 9 см, ВС = ЕР = 8 см, АС = Б Е  = Б Б  = 
= 7 см. 195. Нет. 197. А и С. 198. Б. 199. ААВС = А У Х 2 . 200. ААВС = А2ГУХ. 
212. б) 8 см. 213. 25°. 218. 14 см. 219. 4 см. 224. Указание. Докажите равен­
ство треугольников АББ и СББ. 226. Три. 227. 90°. 234. а) СВ; б) АБ. 235. СБ. 
236. Четыре или ни одного. 237. Нет. 238. а || Ъ. 239. А, С, Б, Е. 240. а) КХ, б) МЛ7 
241. а) АБ; б) СБ. 244. Да. 245. Если перпендикуляры, проведенные из точек А 
и Б к прямой с, имеют общее основание. 257. 8 см. 262. 8 см. 270. ДАСБ, 
Д БС Б. 277. 1 м; 0,8 м; 0,8 м. 278. а) 5 см; б) 8 см, в) 6 см, 6 см, 8 см. 285. 9 м,
6 м, 6 м или 8 м, 8 м, 5 м. 286. 12 см. 294. в). 310. 16 см. 311. 14 см. 318. 6 см. 
330. ДА = ДАХ; ВС = В1С1. 337. ДБСА = ДБХСА или АБ = А1Б1. 352. б), г). 
353. а) Ъ\\с; б) Ъ\\с. 365. Нет. 370. АБЦСБ, БСЦАБ. 377. Три; два. 
386. а) 66°, 114°; б) 32°, 32°. 387. Три угла по 18° и четыре угла по 162°. 
388. а) Да; б) да. 389. Нет. 390. Ы с .  391. А1А2 и БХБ2 392. а) 110°; 
б) 158°. 393. а) 75° и 105°; б) 28° и 152°. 394. Нет. 395. 72°. 400. Указание. 
Проведите через точку Е прямую, параллельную АБ. 401. а) 90°; б) 30° 
и 150°; в) 50° и 130°. 413. а) 70°; б) 42°; в) 26°. 414. а) 40° и 100°; б) 70° 
и 70°. 415. а) 90° и 62°; б) 80° и 20°. 418. 45°, 70° и 65°. 419. 55° и 85°; 140° 
и 95°. 420. а) 30°, 50°, 100°; б) 20°, 60°, 100°. 421. 50° и 80° или 65° 
и 65°. 422. а) 20°, 70°, 90°; б) 40° и 40°. 423. Нет. 425. 20°, 20°, 140°. 
426. 65°. 427. 120°. 428. 100°, 40°, 40°. 429. 120°, 30°, 30°. 430. 30°, 
60°, 90°. 431. 30°, 50°, 100°. 432. 72°, 72°, 36°. 433. 72°, 72°, 36°.
434. 108°, 36°, 36°. 435. 108°, 36°, 36°. 436. 90° + - | .  448. 90°, 45°,
45°. 449. 90°, 60°, 30°. 450. а) 15° и 75°; б) 50° и 40°. 451. а) 50° 
и 40°; б) 20° и 70°. 454. Б. 455. С. 456. 90°, 25°, 65°. 457. 80°, 52°, 
48°. 458. 8 см. 459. 55°, 55°, 70°. 460. 32°, 58°. 463. 65°, 65°, 50° или 
115°, 15°, 50°. 464. 65°, 25°. 467. 70°, 70°, 40°. 468. 50°, 50°, 80°. 
469. Указание. Воспользуйтесь методом удвоения медианы. 471. 67° и 23°. 
472 . 72°, 72°, 36°. 473. 12 см и 6 см. 474. 7 см и 14 см. 475. 12 см. 476. 12 см. 
477. 8 см. 478. 80°. 479. а) ББ; б) К. 480. Высота. 481. а)-г). Нет. 482. Нет. 
483. 5 см. 486. А. 487. С. 488. ВС. 489. а) 14 см; б) 10 см; в) 3 см или 4 см. 
490. 16 см. 494. а) Нет; б) да. 495. ВС. 496. Б. 497. 5 см, 5 см и 8 см или
7 см, 7 см и 4 см. 498. 10 м, 30 м и 30 м. 499. 1 м. 502. ВС. 503. В. 505. Ь.
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Ответы и указания

506. а) а - Ъ < с < а  + Ъ; б) 2а < Р <2(а + Ъ). 507. Указание. Воспользуйтесь 
методом удвоения медианы. 510. АОВ и СОТ), ЛОТ) и СОТ), ВАТ) и Т)СВ, АВС 
и СТ)А. 512. Три. 514. Нет 516. 20°, 30°, 130°. 517. Нет. 520. 90°, 60°, 30°. 
526. а  или 180°- а .  528. 6 см. 529. 5 см. 530. 9 см или 5 см. Указание. Тре­
угольники АВК  и МВС равнобедренные. 531. 120°. 533. а) 3; б) 13.

Раздел III. Окружность и круг
540. 16 см. 541. 5,5 см. 542. б) 22 см. 543. 15 см. 544. 60°. 545. 120°. 547. 90°. 
550. Указание. Воспользуйтесь неравенством треугольника для тре­
угольника, образованного произвольной хордой и радиусами, проведен­
ными к ее концам. 552. 120°. 553. 90°. 557. 90°, 50°, 40°.
564. а) 70°; б) 8 см. 565. 45° и 45°. 566. 30°. 567. 60°. 568. 30°. 
569. 130°. 570. 3 см и 25 см. 574. 120°. 575. 80°. 576. 2 см или 18 см. 
577. 10 см и 6 см. 579. 15 см. 580. 14 см. 581. а) 1, или 2, или 3, или 4; 
б) 1, или 2, или 3, или 6. 603. Указание. Воспользуйтесь методом удвое­
ния медианы. 604. Указание. Проведите прямую, параллельную данной 
стороне, так, чтобы расстояние между ними было равно данной высоте. 
609. 11 см. 612. в) Нет. 624. Серединный перпендикуляр к отрезку АВ. 
625. Окружность с центром А радиуса В. 626. Биссектриса данного уг­
ла без его вершины. 627. Две прямые, параллельные АВ и отстоящие от 
нее на Ъ. 631. Диаметр окружности, перпендикулярный данной прямой, 
без концов этого диаметра. 632. Окружность с центром, совпадающим 
с центром данной окружности, касающаяся данных хорд. 633. Прямая ОА 
без точек О и А. 634. Биссектрисы всех неразвернутых углов, образо­
ванных данными прямыми. 640. 90°. 648. б) 80°. 649. б) 20°. 652. 18 см. 
653. 50°. 654. 8 см. 655. 55°. 658. 32 см. 659. 22 см. 662. 77 см, 77 см, 66 см 
или 70 см, 70 см, 80 см. 665. 2В. 667. При АВ< 6 см — две точки, 
при АВ = 6 см — одна точка, при АВ> 6 см — ни одной точки. 672. а.

673. Шесть. 674. 36°, 36°, 108° или
(  О  

2 5 -
О (  о О (  О7 7 -

1 ^ 1 7 ) 1 ч
70°, 40°. 676. б) Нет, если углы ВАС и ВАС не острые. 678. 30°. 681. Ука­
зание. Точка касания является точкой пересечения данной окружности 
и окружности с диаметром АО. 682. а + с-Ъ.
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предметный у к а з а т е л ь

Аксиома 6, 8
— измерения отрезков 16 
  углов 24
— откладывания отрезков 16 
  углов 24
— параллельных прямых (Евклида) 32
— проведения прямой 8
— расположения точек на прямой 8

Биссектриса угла 23
— треугольника 99
Боковая сторона равнобедренного 

треугольника 90

Вершина треугольника 63
— угла 21
Высота треугольника 99

Геометрическое место точек (ГМ Т) 187 
Гипотенуза 139 
Градусная мера угла 24

Диаметр 166 
Длина отрезка 16 
Доказательство от противного 35

Заключение теоремы 34

Измерение отрезков 15
— углов 23

Касательная к окружности 170 
Касание двух окружностей 172
-----------внешнее 173
----------- внутреннее 173
Катет 139
Классиф икация 133 
Контрпример 71 
К руг 165

Луч (полупрямая) 9 
Лучи дополнительные 9
— параллельные 31
— перпендикулярные 47

Медиана треугольника 99

Метод вспомогательного
треугольника 184

— геометрических мест 190
— доказательства от противного 35
— спрямления 216
— удвоения медианы 104

Окружность 165
— вписанная в треугольник 197
— описанная около треугольника 195 
Определение 10
Основание перпендикуляра 78
— равнобедренного треугольника 90 
Отрезки касательных 172
— параллельные 31
— перпендикулярные 47
— равные 14 
Отрезок 14

Периметр треугольника 63 
Перпендикуляр, проведенный 

из точки к прямой 78
— общий к двум прямым 126
— серединный к отрезку 181 
Планиметрия 6, 7 
Построение 177
— биссектрисы угла 179
— перпендикулярной прямой 180
— прямой, параллельной данной 181
— угла, равного данному 179
— середины отрезка 181
— треугольника по данным

сторонам 178 
Признак 110
— касательной 171
— параллельности двух прямых, 

которые пересекаются секущей 115
— равнобедренного треугольника 92 
Признаки равенства прямоугольных

треугольников 139, 140
------ треугольников 69, 83, 108
Прямая 7
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Предметный указатель

Прямые параллельные 31
— перпендикулярные 47

Радиус 165
Расстояние от точки до прямой 78
— между двумя точками 17
— между параллельными прямыми

126
Середина отрезка 15 
Свойство 110
— диаметра, перпендикулярного

хорде 166
— касательной 170
— медианы, биссектрисы

и высоты равнобедренного 
треугольника 100

— отрезков касательных 172
— углов равнобедренного

треугольника 90
------ образованных при пересечении

параллельных прямых 
секущей 123

Следствие 40 
Ссы лка 40

Теорема 32
— обратная 94
— о биссектрисе угла 189 
 вертикальных углах 45
------ внешнем угле треугольника 134
------ двух прямых, параллельных

третьей 32
--------------- перпендикулярных

третьей 47
------ расстояниях от точек прямой

до параллельной прямой 125
------ серединном перпендикуляре 188
------ смежных углах 39
------ сумме углов треугольника 131
------ существовании и единствен­

ности перпендикулярной 
прямой 76

-------------------прямой, параллельной
данной 118

— об окружности, вписанной
в треугольник 197

------ окружности, описанной около
треугольника 195

— прямая 94 
Точка 7
— касания 170 
Треугольник 63
— вписанный в окружность 197
— описанный около окружности 195
— остроугольный 132
— прямоугольный 132
— равнобедренный 90
— равносторонний 90
— разносторонний 90
— тупоугольный 132

Угол 21
— между двумя прямыми 46
— острый 25
— прямой 25
— развернутый 22
— треугольника 63 
 внешний 134
------ прилежащий к стороне 63
------ противолежащий стороне 63
— тупой 25
Углы  вертикальные 45
— внутренние накрест лежащие 115 
  односторонние 115
— равные 22
— смежные 39
— соответственные 115

Условие теоремы 34 

Ф игуры  равные 64 

Хорда 166

Центр окружности (круга) 165
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